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EB mE SEIT. ERGA Las- 
rentiey 与 Ablfors 分 8 在 研究 空气 动力 学 问题 与 Nevanlinna 值 
分 布 的 几何 意义 时 推广 了 共 形 映射 的 概念 ， 开 始 探讨 拟 共 形 映射 
理论 . 起 术 大 们 的 注意 力 党 中 在 拟 共 形 贞 射 的 基本 概 您 与 基本 性 
质 上 ,后 来 转向 它 的 应 用 ,万 其 是 它 在 Riemann. 曲面 论 中 的 应 用 , 
实际 上 , 早 在 三 十 年 代 末 与 亚 十 年 代 初 ，Teichmiltler 就 应 用 拟 共 
形 观 射 研究 了 经 典 的 Riemann 则 面 模 问 是 ,不 过 他 的 深奥 的 思想 
当时 未 被 普遍 接受 ,直到 五 十 年 代 Ahlfors 重新 提出 这 个 问题 后 才 
AH ERRER. E Ahlfors 与 Bes 等 人 的 影响 下 ,Teichmül'er 
空间 { 即 紧 致 曲面 或 有 限 型 曲面 上 附带 一 定 拓 补 条 件 的 复 乌 析 结 
格 所 组 成 区 空间 ] 被 广泛 冰 人 地 进行 了 研究 ,并 取得 了 令 人 注 呈 的 
进 瑚 ，、 成 为 单 复 医 数 论 中 一 个 十 分 活跃 的 分 支 。 这 种 研究 不 仅 影 
响 到 经 典 医 数论 的 许多 其 安 问题 ( 怒 单 值 化 与 Klein #) 而 且 与 
其 它 数学 分 支 建立 了 联系 ， 例 如 ， 拟 共 形 肤 射 与 Teichmüller Æ 
间 理 论 在 Thurson 关于 三 维 流 形 的 几何 与 后 逢 及 Sailivan 关于 
复 解 折 动 力 体 系 的 著名 研究 中 得 到 了 重要 应 用 

本 书 的 前 身 是 北京 大 学 的 两 本 油印 讲义 :; 《 拟 共 形 映 射 》 与 
《Yeichmiilicr 空间 引 论 》. 作者 在 1982 年 至 1986 年 间 曾 两 度 在 北 
京 大 学 为 研究 生 讲 授 这 栅 门 课程 ， 并 在 另外 的 三 所 大 学 作 过 皇 其 
讲学 ， 这 次 编写 中 ， RBS TRIORA EA, 主要 是 结合 教 
学 经 验 对 于 某 些 章节 进行 了 改写 . 

这 本 书 的 主要 习 的 是 外 绍 平 曙 反共 形 肝 身 的 基本 理论 及 其 在 
Riemann 曲面 论 中 的 应 用 ， 尤 其 是 在 可 问题 中 的 应 用 ， 全 书 共有 
十 二 章 ， 这 两 部 分 内 容 各 占 六 章 。 这 里 臣 们 将 不 涉及 高 维 空 间 的 
Tuta HAR. 


第 一 章 叙 述 了 两 种 共 形 不 变量 ， 共 形 校 与 极 什 长度 、 并 讨论 
了 楼 的 三 种 极 值 问 巾 。 虽 热 这 些 内 容 属 经 典 解 析 哨 数 的 范畴 ， 但 
是 对 于 拟 共 形 映射 理论 与 方法 而 言 ,它们 是 极为 重要 的 基础 . 

在 第 二 章 中 ,在 给 出 了 拟 共 形 映射 的 几何 定义 之 后 ,主要 讨论 
了 拟 共 形 映射 的 分 析 性 质 ， 并 在 最 后 给 出 了 与 几何 定义 等 价 的 分 
析 定 义 . 从 拟 共 形 映射 的 发 展 历史 上 看 ,曾经 出 现 过 各 式 各 样 的 定 
义 , 最 后 统一 为 几何 的 定义 与 分 析 的 定义 ， 并 且 证 明了 它们 等 价 . 
这 是 五 十 年 代 许 多 人 共同 努力 的 结果 . 

拟 共 形 映射 的 一 个 基本 问题 就 是 给 定 复 特征 之 后 拟 共 形 映射 
的 存在 性 问题 . 这 个 问题 限 许多 问题 有 关 ， 如 曲面 等 让 坐标 系 的 
问题 以 及 椭 贺 型 偏 租 方 程 化 标准 形 问题 等 ， 在 第 三 章 中 给 出 这 个 
基本 问题 的 一 种 解法 ， 这 种 解法 主要 是 基于 Hibe 变换 及 Zy- 
gmunt-Caldéron KEA. 

像 单 叶 解 析 函 数论 一 样 ， 对 于 拟 共 形 映射 来 说 也 存在 形 形 色 
色 的 偏差 定理 .在 本 书 中 我 们 不 可 能 对 于 各 种 偏差 定理 作出 介绍 、 
只 挑选 了 与 我 们 今后 讨论 有 直接 联系 的 几 个 偏差 定理 《一 个 是 著 
名 的 Mori (WYER, AIAD Teichmüller 的 偏差 定理 )， 在 
第 四 章 中 作 了 论述 . 

单位 回 周 在 全 平面 拟 共 形 同 旺 下 的 像 被 称 为 拟 咖 局 。 这 类 曲 
线 是 介 于 圆周 与 一 般 Jordan 闭 曲 线 之 间 的 一 类 曲线 , 它 可 以 是 不 
可 求 长 的 ， 其 Hansdortf 维 数 可 以 是 [1.2) 中 的 任意 值 . X 28 iH 
线 及 其 所 力 成 的 区 域 有 许多 特殊 的 函数 论 竹 质 ， 第 五 章 中 讨论 了 
这 类 曲线 的 几何 特征 与 分 析 特 征 。 

第 六 章 用 来 讨论 解析 函数 的 单 叶 性 问题 . 经 典 的 Nehari E 
理 被 推广 到 拟 圆周 所 围 成 的 区 域 。 EZ EI TI ip 
中 的 一 个 重要 应 用 . 

自 第 七 章 开始 讨论 Rieman 曲面 上 的 拟 共 形 映 射 。 第 七 章 
本 身 除 了 报 述 Riemanu 曲面 上 拟 共 形 映 射 和 的 基本 概念 之 外 ,还 证 
明了 Bers 同时 单 值 化 定理 。 我 们 可 以 从 中 看 到 拟 共 形 映 射 在 研 
究 Riemann 曲面 及 单 值 化 问题 时 所 起 的 特殊 作用 ， 


"dá. 


ffl Riemann 曲 摆 之 泡 的 拟 共 形 映射 的 极 秆 问题 在 Teichmilier 
研究 Riemann 曲面 模 疝 题 对 占有 特殊 的 地 位 . SASER Y 
Teichmüller 关于 这 种 极 值 问题 的 经 典 结 红 ,全 统 二 次 微分 在 描 
这 帕 秆 映射 的 特征 上 起 着 重要 菇 作用， 因此 这 一 章 开 从 就 讨论 了 
这 种 微分 所 诱导 的 度量 的 种 种 竹 质 ， 基 外 。 在 这 一 章 中 引进 了 
Teichmiller ZE T,(g 7-1) 的 定义 , 共 证 明了 它 司 胚 于 Ret 中 
的 单位 球 内 部 . 

第 九 章 讨 论 Riemann 由 面 的 机 空间 与 上 述 Teichmüller i 
间 之 闻 的 关系 ,并 且 证 明了 模 妖 作用 的 间断 狂 , 从 而 将 第 八 章 的 结 
果 解 释 为 关于 Rizmann 曲面 模 问 题 的 结果 .。 

第 十 章 将 上 述 结果 推广 到 有 限 型 Riemann 曲面 区 情况 . 

Ahlfors 首先 给 出 了 Teichmüler 空间 以 自然 的 复 结 拘 ，Hers 
进一步 证 明了 T,(g > 1) TUARAN C 中 的 一 个 有 界 
域 。 第 十 一 章 叙 述 Bers 的 这 个 媒人 定理 ,以 及 Bers 纤维 空间 的 
iz. 

最 后 一 章 讨论 了 有 关 开 Riemann (OR ERO SENS Q4 do 
值 问 题 ,其 中 主要 名 这 了 Hamilton, Reich 与 Sirebel 等 人 的 结 
#. 

Eeid ini a ESNE SAn LITT. p 3 
了 Ahlfors 的 书 及 Lehto 的 书 。 但 大 多 数 材料 直接 取材 于 现代 
文献 ， 为 了 把 这 些 材 料 组 织 咸 为 一 本 可 该 的 书 ， 作 者 不 得 不 用 一 
名 统一 的 形式 加 以 改写 和 简化 。 当 热 这 样 做 可 能 会 有 考虑 不 周 或 
LEAR HL FEBRE RKA PHE. 

这 本 书 仁 印 前 曾 由 复旦 大 学 何 成 奇 教授 与 南京 岳 范 大 学 陵 怀 
圳 教授 审阅 ,他 们 分 别 审 赔 前 六 章 与 后 六 章 , 提 出 了 许多 宝 仁 的 意 
见 , 间 改正 了 若干 错误 .作者 在 此 对 闻 们 闵 示 变心 的 感谢 。 

作 者 
1985 年 必 月 于 北京 
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第 一 章 ” 共 形 模 与 极 值 长 度 


执 共 形 晓 射 是 使 很 某 些 共 形 不 变量 具有 其 种 撤 不 变性 的 里 
对 .因此 ,在 我 们 正式 讨论 狗 基 形 映 般 青 论 之 前 : 先 来 讨论 两 个 重 
要 的 共 形 不 变量 一 拓扑 四 演 形 及 双 过 通 域 的 共 形 异 和 弗 线 族 的 
极 值 长 度 ， 此 外 ， 本 章 中 还 将 讨论 莱 旦 级 值 问题 ， 虽 然 本 章 的 内 
容 都 属于 经 与 解析 函数 论 的 郊 睹 ， 但 是 它们 对 拟人 失 形 映射 芍 型 论 
而 言 ,是 必 不 可 少 的 ， 


$1 拓扑 四 边 形 的 共 形 模 


Ll 拓扑 四 边 形 的 概念 


tfi C-CU(e) 上 任意 一 条 Jordan Mi I Pr 
围 成 的 区 域 ,我 们 称 之 为 Jordan 区 域 ， 我 们 约定 一 个 Jordan 区 、 
域 的 边界 藤 正 向 是 指使 得 区 域 局 部 地 落 在 左 仙 的 回转 方向 。 尽 管 
这 全 直观 的 说 法 不 甚 严格 ,但 对 我 们 今后 的 讨论 已 经 足够 了 . 

定义 1].1 #OJE—4- Jordan Kik, 并 且 在 它 的 边 丰 上 按照 
边界 的 正 应 依次 指定 了 四 个 不 司 点 s 2, 8; zo, 则 区 域 2 连 同 
这 号 个 林 序 的 边界 点 一 起 被 称 作 一 个 丘 扑 四 边 形 〈 有 对 简称 为 四 
DEJA Ma, aa, mi #4}. 所 指定 的 四 个 边界 点 被 称 为 这 个 
拓扑 四 边 形 的 顶点 ， 

这 里 涡 要 指出 ， 在 今后 的 讨论 中 ,我 们 要 把 Oni s, z) 
5 Qa, 2, zo n) 看 作 是 所 个 不 同 的 拓 四 四边 形 ， 虽 然 它们 有 
相同 的 人 区域 与 顶点 , 

今后 ,我 们 拒 拓扑 四 边 形 Oas m, m, zd) BORRAR Gn, 21) 
5 (n, cO 称 作 第 一 组 对 边 ， 而 把 边界 弧 Ga a) 5 (zo n) 
称 作 第 二 组 对 边 . 


1.2 ”拓扑 四 边 形 的 共 形 等 价 类 


设 有 两 个 拓扑 四 边 形 OG, z, m, w) 与 Gn, wu w 
w) 车 存 在 一 个 共 形 映射 i 0— 0, f 8 0 = KQ) B # 
m= Hen), i= 4,2, 3, 45 则 我 们 说 这 两 个 拓扑 四 边 形 是 共 形 
等 价 的 。 将 全 体 拓扑 四 边 形 按照 共 形 等 价 关 系 加 以 分 类 就 得 到 了 
拓扑 四 边 形 的 共 形 等 价 类 的 概念. 

在 每 一 个 拓扑 四 过 形 的 共 形 等 价 类 中 都 可 以 选择 一 个 矩形 作 
为 代表 ， 换 句 话说 ， 每 一 个 拓扑 四 边 形 都 共 形 等 价 于 某 个 矩形 . 

这 个 事实 可 以 由 下 面 的 定理 推出 : 

定理 11 对 任意 给 定 的 一 个 拓扑 四 边 形 Qus m, z 2); 
部 存在 一 个 矩形 RO, a,o tbi, bi) (其 中 R= [r+ y: 0 < 
xa, 0 < y « b) 与 它 共 形 等 价 ， 并 且 , 所 有 的 这 种 矩形 之 间 
仅 相差 一 个 相似 变换 . 

证 根据 Riemann [ZEE Z E HEUS o AKRO 
BO ESSERE U = (z: Im z> 0). 因为 8 是 Jordan DOR, fft 
由 边界 对 应 定理 可 知 , o MURERE Q 一 0U80, 并 建立 了 
89 与 实 负 的 点 的 一 一 对 应 . WE y= elz), i= 1,2,3,4. 我 们 
取 一 个 U 到 自身 的 分 式 线性 变换 d, WAA n, z, z m 依次 
对 应 于 实 轴 上 的 点 


这 里 kl 是 由 点 zo on. cn. onn 的 交 比 唯一 确定 的 ， 这样, 复 
ARM pop 把 QU, m, m, m) AØ REOS UC-T/R, —1, 
1, 1/4) 并 保持 了 项 点 依次 对 应 。 再 由 Chriscoffel-Schwarz. 公式 ， 
HA 
2 下 4t 
“VO 


DU EE) 
把 如 变 成 一 个 矩形 R= (z tyi 0< r <a, 0 < y< à), 并 
把 点 ijk, —1, 1, 1/4 依次 对 应 于 0，a，a 十 bi, bi, #trh 


25 


人 -天 一 全 一 一 
EV O ~ Ra) 

4 ———— 
avüa- 2-— 


xt) 
这 样 ,我 们 省 明了 OQa. n, z n) 共 形 等 价 于 一 个 矩形 RO, 
a, 4 + bi, bi). . 

BE Pan m. z, z) JUEGA UE RO, 
a, a + bi, Vi), EZ, 矩形 RO, 2, ab bi, bi) 与 RUO, 
a, d + bi, Pi) HEUS, Ik zh R Š] R'IGEUEV RE, ELE 
HS 0.2, 2 + bi, bi fP E F0, a, a + Pi, Pi. BIR 
称 开拓 不 理 , Bu] PTI ETE yD KP FRP e, 最 后 使 8 
成 为 带 形 域 (2 — r+ yi: 0 之 z ca ERRARE {w m u t eí; 
0 <ua ca] 的 共 形 映射 。 然 后 再 沿 纵 边 把 e 开拓 为 全 平面 ,成 为 
C— C 的 共 形 映 射 。 显然 ,这 个 共 形 映射 是 分 式 线性 变换 并 禹 4 
Sop BMR ERUKE. ERE, 
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从 定理 1.1 可 知 ， 在 拓扑 四 边 形 的 同一 个 共 形 等 价 类 中 的 秆 
形 RO, a, a + bi, bi) 所 次 定 的 史 值 a/b 是 唯一 确定 的 . 
此 ， 乱 自然 地 想到 用 这 个 比 德 来 代表 这 个 拓扑 四 边 形 的 共 形 等 价 
类 . 

定义 12 RIDE Qla, z, ts n) RESH FEW 
RCO, a, a + bi, bi), WM ajo PSP IDÉ Oni, z, m, e) 
IE MC AER HOO BOE ZO MODG, m, ons n)). 

很 饮 这 个 定义 ,显然 有 

定理 12 M(Q(G, n, z, 20) = 1/M(Q(m, m, so 2). 

定理 1.3 SRM E Jt SEL NE Qi, 2 m: 
z) 共 形 等 价 于 ÓC wr, an, |), MOD M(O(e, z 0 a) 一 
Mn, wy wi, n). 


XB 1.2 表明 拓 关 四边 形 的 模 不 仅 依 粕 干 区 域 及 其 硕 点 ， 而 


且 还 依赖 于 第 一 组 对 边 的 选取 ,这 一 点 须 提 醒 读 者 注意 。 
$2 ， 双 连通 区 墩 的 共 形 襟 
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MES PRI n 连通 的 (* > 1), m RE € B 
fa ^3XCÉCRGEGRUDSE). 2 连通 区 域 被 称 为 双 连 通 区 二 ， 

X3 21 设 P 是 任意 给 定 的 一 个 双 连 通 区 域 ， 则 8B 可 以 被 
共 形 锋 射 为 下 列 三 种 典 玫 区 泪 之 一 : 

i) €-10), BB {r:0 < |z| < eo): 

i} (s: 0< [zl <1}; 

d) (z: n < !z| <n) (dh 0 < r, n ee); 

3 B.R EGOE VE i ix =p R sil E Z7 —. 

I. EBREHE C — B — {a,b} HE a Ej b EE SL 则 
通过 分 式 线 竹 变 换 可 以 把 < 与 5 分 别 变 为 0 与 名 。 这 样 的 分 式 线 
性 变换 即 把 区 域 马 共 形 映射 为 第 一 种 缉 型 区 域 . 

# EC 一 B 的 分 支 中 只 有 一 个 分 支 四 一 个 点 。 HRN BU 
(a) 是 一 个 单 考 通 区 域 , 并 也 其 贮 界 点 多 于 一 个 点 ， 永 用 Rieman 
映射 定理 , 可 将 区 域 BU {a} KEREDE. LA a 在 单位 
圆 的 瀛 为 m。 那 么 再 通过 分 式 线性 变 接 

w= (z —u)i(1— az) 
即 把 点 a, ERA. AFB BU EI RE EP DIR, 

现在 讨论 第 三 圳 悄 吏 : C 一 B 的 两 个 分 支 中 每 一 个 分 支 都 多 
于 一 点 . 设 人 一 日 的 两 分 支 分 别 是 C, 与 C1, 那么 B 一 BUC; 
旺 一 个 单 连 通 区 域 。 我 们 将 B, KERHA {1w| 1), 其 
modiis c, P 的 像 记 为 8 ， 然 后 ,我 们 再 将 C 一 c; 通 
过 一 个 共 形 映 英 变 成 单位 圆 的 外 部 {1¢1 > 1) fefe roo zh. iX 
Es ARER lwl = 1) 在 这 个 映射 下 的 像 荐 4 平面 上 的 一 条 解 
Mi Jodan 曲线 , 而 8' 的 像 是 这 条 曲线 与 单位 国语 {14| — 1) Pr 
围 成 的 区 域 , 记 之 为 B”. 


mr 


对 干 区 域 8” EEM > 一 logg, Mü B” 变 成 > 平面 上 的 一 个 
FEKE: 它 的 一 条 边 是 整个 虚 轴 ， 而 另 一 条 边 是 在 虽 抽 右 侧 的 
RER. dT ro log Hip EE GS Ie BUME x 
PHLERZ TA, OX ESSUR T 3679 ari (a HER). kia 
见 这 个 带 彩 区 域 是 “周期 流浪 式 " 的 , 即 若 = 是 车 带 形 域内 , 则 2 十 
Iari 也 在 该 带 形 域内 ， 我们 记 这 个 带 形 域 为 了 ， 它 是 一 个 单 活 通 
域 ， 总 可 以 通过 一 个 共 形 觅 射 变 成 带 形 域 r e {s er t yi 
a<r <d) 并 且 该 映射 保持 09, ;oo 及 一 ioo 不 动 ?， 我 们 设 这 样 
HRERS s — für). 不 失 一 般 性 ， 可 以 假定 Kiri) 一 2zi. 
因为 否则 总 可 以 通过 一 个 相似 变换 达到 目的 . 

现在 我 们 来 证 明 

fs + 2i) = f) + 2ni, Vae X, 
Wd ES ni me xz = Cn) = f(a 21) 一 Dai EHE EM 
T ARERR KEPT 0, ioo 与 一 foo 不 动 。 因 改 , 锋 射 的 
nE T — 1, IBI KG + 2er) — f) 十 Tei. 

EETL, ZAR DI K oat) 将 8” 中 的 每 一 点 三 对 应 
于 郊 中 的 可 列 个 点 ,而 这 些 像 的 实 坐 标 相同 , 96 pn f 3: 2= 的 整 
TR. MIER, OK r txp(Cf(log5)》 县 单 值 映射 。 显 然 这 
ARRE 8” 共 形 映 射 为 环 韦 {#: 1< 1r] <e). HZ ERR 
共 形 等 价 于 一 个 第 三 种 典型 区 域 

开 在 证 明 任 意 给 定 的 双 连 通 域 B 不 能 共 形 等 价 于 两 种 典型 区 
R. 为 此 只 要 证 明 三 种 典型 区 域 中 任意 两 个 部 不 共 形 等 价 缺 够 
了 .用 反 证 法 , 若 有 一 共 彩 映射 把 如 一 [0] h 1s:0<|z|< 
IHR (e: nm mn) (0 < r, < r, < eo), 那么 函数 ?在 0 
FUE ir Bp INDE MEE X p £ o ATE B. p doc L 
WERN, JOB ROHIIBTES H Liouvilie PAPH P ERYK, 
这 与 它 是 共 形 映射 矛盾 。 这 证 明了 第 一 种 此 型 区 域 不 能 共 形 等 价 
于 第 二 或 第 三 种 典型 区 域 ，。 此 外 ,假若 有 一 共 形 际 射 由 把 (o 


1) 这 里 我 们 把 无穷 元 友 作 为 王 的 两 个 边界 元 囊 * 见 [38]。 


iz] < 1) gd fa: nm [z| <) (ncn eo), B 
AYRE ARAT H 3E 09 C — (0) Bl [z; < |z] < rif) 
或 (z: rjr < |a] < n) DREE. 我 们 已 经 证 明了 这 种 共 
形 映 射 是 不 可 能 存在 的 因而 第 二 种 典型 区 域 不 共 形 等 价 于 第 三 
种 典型 区 域 ， 定理 证 毕 ， 
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. ”我 们 抬 全 体能 共 形 据 射 为 茶 个 双 连 通 区 域 8 的 区 域 所 组 成 的 
集合 称 为 了 的 共 形 等 价 类 . 定理 2.1 告诉 我 们 ,任何 一 个 双 连 通 区 
域 的 共 形 等 份 类 中 都 包 食 一 个 典型 区 域 . 

我 们 感 兴趣 于 那些 包含 环 域 2: n < |z| < r) (0 <> < 
六 < co) CREE SHE. da ERI T 3536310 38 (CERCA 
环 域 (ain |z| mn) 及 {ari c lal < ih 那么 这 两 个 环 
oig RAE. RE rafa m rfr1， 这 个 事实 的 证 明 可 流 借 助 于 
解析 开拓 的 办 法 , 留 给 读者 自己 完成 . 

定义 21 ikB REdgEE AXES, X BRKE ITE 
PR [z: < |z| < rj) (0 < r, mnm o0, MRTE BERE 
形 模 (今后 简称 为 模 ) 等 于 goin # BEBE T C — (001 xc 
Íz: tee] <1}, REX BESOINS, 

SA RERE RHR MB) 

显然 ,除去 模 为 无 穷 的 傅 况 之 外 ,每 个 模 数 都 对 应 于 双 连 通 区 

域 的 一 个 共 形 等 价 奖 . 

为 什么 用 lag rsyr 而 不 直 素 用 = fr, 来 定义 双 连 遂 区 域 的 炽 

Wü» 这 在 下 一 节 中 将 看 到 它 本 质 上 的 原因 ， 不 过 一 个 较 简单 的 理 
笛 可 以 认为 是 为 了 使 双 连 通 区 域 的 模 与 拓扑 四 达 形 的 模 有 某 种 统 
-—"k, 我 们 没 想 将 环 域 1z: n < [al ru) WAKANE 
Oo ra) 并 抵 这 条 害 线 的 两 侧 和 名目 看 成 一 条 丈 ， 那 么 我 们 就 得 了 
一 个 拓扑 四 过 形 ， 侍 第 一 组 对 边 是 拓 线 《rr;?) AMARRE 
ERM., HOH HHRH ERRERA h k. EQ FS 381 
之 下 AARAA E HET AUR RO, logrifru logran + 

n 


Iu, 271)， 这 一 点 很 容易 通过 对 数 映 射 再 复合 一 个 莹 移 丰 出， 这 
就 是 说 , 这 个 拓扑 四 边 形 的 戏 是 (iogr/r 12。 有 些 书 籍 或 文章 
中 就 干脆 用 这 个 数 来 定义 双 连 通 区 域 的 懂 。 它 与 我 们 的 定义 内 相 
差 一 个 的 因子 ,没有 实质 性 的 区 别 . 

定理 22 双 连 通 区 域 的 措 革 共 形 不 变量 . 

这 个 定理 的 证 明 已 经 蕴含 寺前 面 的 讨论 之 中 . 
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BUB KC E CT E 0 Bi EC RE ik EET ERA 
甚至 超出 了 复 分 析 的 范围 .我 们 这 于 不 打算 全 面 介 绍 它 的 理论 ， 
而 上 只 涉 及 某 些 今后 我 们 要 用 的 基本 事实 . 

设 DD 奸 复 平 面 上 给 定 的 一 个 区 域 ， 又 设 re {r} 是 一 个 内 
REA TERHET 在 区 域 马 的 内 部 ,并 假定 为 局 部 可 求 长 的 . 

设 P — (p) EKD Lipf Bord 可 测 函 数 p 的 全 体 ， 对 
于 和 任意 一 个 peP, 我 们 都 可 以 把 它 看 作 是 一 个 度量 密度 。 在 这 个 
ZET, D, 面积 是 

PP (| ddsdy, 


Li 


每 一 条 曲线 7 eT 的 PP 长度 是 
ten) = |, ote. 
She BUTS RP S35 
P,—(peP: 0 < mÁD) < el, 
并 给 出 极 值 长 度 的 定义 : 
定义 3.1 在 上 述 记号 下 ,曲线 族 T 的 极 值 长 度 定义 为 
ACT) =p Ue 17) / m). 
首先 应 当 指 出 , 巾 线 族 T 的 极 什 长度 不 依赖 于 区 域 马 的 选 到 ， 
只要 区 域 已 包 售 工 的 每 条 曲线 就 够 了 ， 事 卖 上 ， 不 难 根 据 定义 直 


BEI UE, DC D, 与 D, 都 包 各 了 了 的 每 杀 曲 线 , 则 有 
Ap(T) = tp(T) 一 2onp(D)。 
(证 明 留 给 读者 . ) 困 此 ,今后 我 们 可 以 用 记号 1(T) 来 代替 LCD). 
定理 3.1 曲线 族 了 的 极 值 长 度 2KT) 是 共 形 不 变量 ,确切 地 
说 ,着 wm fU) ERD RARER B DEUS T 中 的 每 
一 条 曲线 , 则 了 与 KT) e {1(7): c € P) 有 相同 的 极 值 长 度 . 
证 。 除 了 集合 P 一 {p EP; 0 < m.(D) < oo) 之 外 ,我 们 还 
AERA 外 CERB I e IOWA S EB REA PE Om CD) coo 
的 非 负 Bore 可 测 函 数 所 组 成 的 集合 ， 对 于 任意 一 个 函数 pe， 
则 函数 Cogie l € P, AH e= r, HATE # H: 
ma HD) = mD) (Go — egg, 
IP) m LU) Gi cole D, VP é KC). 
由 此 可 见 ,4(T) < 4C1CT))， 如 果 从 多 ,中 的 函数 出 发 考虑 它 
所 对 应 的 P 中 的 函数 (oor) |, 完全 类 似 的 讨论 可 以 推出 


GUNAE). 
ER. 
在 实际 应 用 中 ,下 列 的 等 式 是 常用 的 : 
iQ) =p {inf P(7)), G.D 
其 中 
P, = {p€ P:0 < m,(D) &1). (3.2) 


现在 来 证 明 这 个 等 式 . 首先 容易 君 出 
jn C7) < inf LO Im (D), Yee Pi. 
由 此 推出 
sup (iof 5(7)) < sup (inf B(7)/m,(D)) 
map pop, Yar 
< sup (nf VOI m»). 
另 一 方面 ,不 难 君 出 , 若 对 每 一 个 pe Po RTIG o = olm (D), 
则 ae P. BE 
Br) = BO) me D), Vr € f, 
因而 


inl BLY) = inf. Zr mD). 
rar rer 


34 pA P, 的 一 切 元 天 时, o, 一 pla D) 在 P. 的 子 集中 变化 。 
因此 ， 
sup (iot BO) m sup Unt BG) m). 


DD 


前 面 已 经 证 明了 相反 方向 的 不 等 式 。 因此 ， 我 们 证 明了 等 式 
(3.1). 


类 似 地 讨论 可 以 证 明 

UD (Cink m (D), (3.3) 

其 中 
P,= {pi Pelr) 2 1, Vr € TY; (3.4) 

AR 
a(r) = sup {mD G5) 

其 中 
Ps = (ot Pa: inf, LO = m (D). (3.6) 


(3.3) 与 (3.5) 的 证 明 完全 类 似 于 (3.1) 的 证 明 ， 只 要 注意 到 下 述 
事实 就 够 了 ，P, 中 的 任何 一 个 函数 o ROLE GREC UT. e) 
就 成 为 P, 或 P, 中 的 一 个 函数 . 

上 面 所 证 明 的 《3.1), (3.3) Ë (3.5) 式 可 以 君 作 是 工 的 极 值 
长 度 的 等 价 定义 。 很 明显 ， 采 用 对 P, 中 函数 e 的 其 它 规范 条 件 ， 
可 以 给 出 极 值 长 度 的 另外 的 等 价 定 义 . 


32 比较 原理 与 合成 厌 理 


定理 3.2 UN RE SOR BAIT, 5 T,. 知 果 中 每 
LI EA AAEN HARAR r BAAN) S). 

E 取 定 一 个 区 域 D, 使 之 包含 了 与 太 中 的 一 切 曲 线 。 设 
PED. —WU E 0 < m,(D) 二 1 的 非 负 Bord HIME K o H 
组 成 的 集合 ， 对 于 任意 一 个 函数 pe Po 显然 有 


iof (7) > inf H0), 
ruf, ne, 


再 让 e 跑 遍 P. 中 的 一 外 元 素 并 对 六 等 式 两 端 分 别 取 上 确 界 ,就 扒 
«B ACE) 2 (r), VERF, 

这 个 定理 告诉 我 们 : 担 线 较 长 而 曲线 条 数 较 少 的 曲线 族 ， 其 
或 值 长 度 较 大 ， 这 个 定理 被 称 为 比较 原理 . 

定理 33 设 了 ,六 与 了 是 三 全 局 部 可 求 长 曲线 族 ， 且 了 T, 与 
T, 中 的 碍 线 分 别 包 含 于 区 域 刀 与 D, 之 中 , D, D, = b, WA 

C) # r, 中 的 每 杀 曲 线 +. 与 T 中 的 每 条 外线) 都 包含 了 中 
的 一 条 曲 线 >， 则 有 


1 1 l1. 
TOT X05 Xy en 


G) AT rief Rr 都 包含 mn 中 一 条 曲线 7, E T, 中 的 
一 条 曲线 r, MA 
ACT) 2 RS) + AC), (3.8) 
证 EG) RHEXE—CERDSEIÍISE D UD, 并 
考虑 由 (3.4) 式 定义 的 集合 Pa 根据 定义 ,对 于 每 一 个 函数 pk P, 
及 每 一 条 曲线 7 eT 都 有 isl?) 2 I. h G) 中 的 条 件 可 知 : 
12021, ypeP Wier; 
lí) Z1, YoeP, Yren. 
根据 (3.3) AOBUPR TR n 与 已 )， 我 们 有 


1 
m) 2 —— ria y mÁD) > BY WoE Ps, 


于 是 ,由 DND = ë 8 
mD) 2 mÁDI) + Ml 


了 
> XF p Ve Pa, 


fr e EDS Ps 并 对 不 等 式 左 端 取 下 确 界 , 由 《3.3) 式 即 推出 要 证 的 
FFA (3.7). 
现在 证 明 GU). 我 们 仍然 考虑 包含 DJD WER DHE D, 
与 D; 中 分 别 选取 一 个 非 负 Bord. 可 测 函 数 m 与 ps 化 得 它们 满足 
TEUER 
(do 


ok ur) = n D, (3.9) 
in Gur) = maD). (3110) 


ae) M ED; 
pla) = 402), 34 EDU 
0, 当 ae D — (DUD). 
由 Gi) 的 假定 ;显然 有 
LT) lpr) + 1,X7;), rer 
其 中 rz, 5 7; 分 别 是 (ü) REH z Br E ë 33 T, 55 T, rh B Eh 
SR. EH py 与 所 满足 的 规范 条 件 (3.9) 55 (3.10) 即 推出 
L(Y) Ze m4 (D+ m (D) = m,(D), Vv er, 
因此 ， 
int (GU) 2 m D), 
由 定义 3.1 我 们 有 
ACT) 2 inf. Uv /mo(D) 
2 omÁD) = m) 十 m). (341) 
由 于 a 与 请 是 满足 规范 条 件 【3.9) 55 (3.10) 的 仁 意 函数 ,所 以 我 
们 可 以 对 (311) 式 右 端 两 项 取 上 确 界 . 根据 汲 值 长 度 的 等 价 定义 
(3.5) Ro m, (D) 与 mm( Di) 的 上 确 界 分 别 是 LC) 5a), 这 
样 就 证 明了 {3.8) 式 。 定理 证 毕 . 
定理 3.3 被 你 为 育成 原理 . 


$4 极 值 长 度 与 模 的 关系 


4l 用 航 值 长 度 播 述 本 扑 四 边 形 的 筑 
”定理 41 OG 222 2) EAA. XT 
2 中 第 一 组 对 达 ( 见 弧 (41, e) 5 (n, #1)》 之 间 移 所 有 局 部 可 号 
Keep. ME 
MU; ai za 20) = ANT, an 
ine 


证 ORE RET EGER S IB OBERE R= (x + yi: 0 < 
x< az, 0 < y< b, HIE ORA n, mo zo t RORA REGI 
A 0,a,a F bi, bi. SEA. T € P Hl r) 的 长 度 大 于 或 等 于 
b, 也 即 


| irll >, ver, (2 
另外 ,我 们 在 马 中 车 赴任 意 非 负 Bore TAURS p, 满 足 条 件 
j plde4 ml, Wren, (43) 


# = Pt, 我们 有 
t9) = || Paray = Jj Google dude 
o 


- Fed Koenig iPas, 
应 用 Schwarx 不 等 式 ,我 们 又 有 
mO) > 1 | duf? G: olay. G) 


TRIR 3), 
NOLITE 
don r REE AR B USHER OPNAR. Eih UAR 
出 
m, (Q) 2 z = M(Q(= Zis m. 5). 
这 样 ,我 们 得 到 
inf{ ml 0)} > MOD, ms Z3 2). (4.5) 


其 中 e GR — REA EE (4.3) 的 非 负 Bord PIER SE, FE 
(3.3) 5k, (4.5) 式 的 左 端 险 好 就 是 2(T) 的 倒数 ， 另 介 一 方面 , 由 
(2) LXI, BE o — Lf Io 满足 条 件 (4.3), HLERA 


m, Q) — A = M(Q(z zo 2 202. 


. 12. 


这 就 是 说 ,(4.5) 式 中 内 能 等 号 成 立 ， 于 是 我 们 证 明了 《4.1), 定 加 

定理 41 B TH EUREN HERUM. 这 种 刻 旭 使得 
我 们 得 以 估计 打折 四 边 形 的 换 的 大 小 ， 其 重要 性 将 在 以 后 的 讨论 
pr TEM 


4.2 Rengel 不 等 式 


(4.5) 式 提供 了 下 述 估计 式 
M(Q(z. aa may 24)) < m,( Q), (4.6) 
EP oE ORKE Bord GWAK, 使 得 Qn. zx za r.) 的 第 
一 组 对 边 的 任意 一 条 连 线 Y RE o CE (Y) 2 1. 
在 具体 问题 中 ， 我 们 可 以 适当 选取 函数 o 而 得 到 所 要 求 的 估 
i. 下 面 的 特殊 取 靶 导致 了 对 拓扑 四 边 形 的 模 的 重要 估计 式 一 一 
Rengd 不 等 式 . " 
M OG zs， zi z.) BRE EUSEIO CRN (z. z+) 与 Gs 6) 
E QUSE HLAORE CAE ERR RA ROO d. 我 们 命 p 一 114。 这 时 
第 一 组 对 边 的 尾 意 一 条 连 线 Y CO ML o ERE LOO 22 1. 由 (4.6) 
式 有 
MO(z zas 2 2)) < mCQ di. (4.7) 
其 中 mC) SER Q ROBES IR. 
XE d, E (zt za zas n) ARARNAR (zo m) 与 
(zo 20) 在 如 内 的 连 线 的 欧 针 长 度 的 下 确 界 . 则 由 〈4.7) 得 到 


MUS z o n) < PLD, 


Ba 
MU 25 za 54)) > BO (43) 
合并 (4.7) 与 (4.8) 即 有 下 面 的 定 至。 
定理 4.2 (Renged RER) 对 于 性 意 的 拓扑 四 边 形 QC, 
ta to) 成 立 下 列 估计 式 


DES E 


— < MU e ts s) < PED, (4) 


mt{ 0) 4 


43 güem 


设 曲线 族 OORASEATIED, EDS 
Borel TARM ps 使 得 
if. dr) (D) = ACT), 


则 o, BERERE. 

当 耳 是 丘 补 四 边 形 Qn. sa zo z) 的 第 一 组 对 边 在 内 的 
全 部 连 线 所 组 成 的 曲线 族 时 , 极 慎 度 量 怡 好 就 是 1 六 ,这 军 了 是 把 
DG, m, 2) 2.) MEER RO, a, a + bi, bi) 并 保 等 顶点 依次 
对 应 的 共 形 映射 。 验证 | 了 | 是 极 信和 度量 是 容易 的 ， 请 污 老 自己 完 
成 。 问题 是 级 书 度 量 是 否 基 唯一 的 。 答案 是 ， 在 忽略 一 个 正 的 党 
数 因子 不 计时 ， 极 管 度 重 是 唯一 的 。 事 实 上 , oE CESAR 
fi, 则 不 难 直 挨 验 证 A = (opo gà RP = ICT) 的 极 值 放量 , 其 
tz = T, h Schwarz 不 等 式 有 


m R) 一 ( da f Lào + iv) Pde 


2i aft au ose) 


22 [int Gin. (4.10) 

这 样 
int ULGOH mu UD < Š = a), (Lu) 
RSGRE— HEXHTESAL GR. AR PIDEN 
LOS) 中 不 等 式 应 成 立 等 号 ， 由 此 推出 C10) 中 所 有 不 等 式 
均 应 成 立 等 号 .《4.10) 中 第 一 个 不 等 式 成 立 等 号 推出 AC ie) 
5 e 无关 , 即 Au 的 函数 。 而 (4.10) 中 第 二 个 不 等 式 成 立 等 号 
RER au ER. TE AARE Bi Cag) | 一 < 也 


-oe 


Bl o — elfl. 
今后 ,我 们 称 拓扑 四 边 形 Ol tis ts z) 到 某 个 矩形 RO, 
aa + Bi, bi) 并 保持 顶点 依次 对 应 的 共 形 映射 为 标准 共 形 映射 ， 
我 们 已 经 证 明了 
定理 4.3， 设 了 是 拓扑 四 边 形 OU, za ns 2) 内 的 一 个 局 部 
可 求 长 曲线 族 ， 由 共 第 -- 组 对 边 的 连 线 组 成 ， 那 么 关于 HBE 
度量 唯一 地 是 QC m z x) 的 款 准 共 形 且 射 的 导 函 煞 的 模 ,至 
多 相差 一个 正 的 常数 因子 
现在 我 们 回 到 Rengd 不 等 式 .显然 当 拓扑 四 边 形 Qro i t 
z) 是 以 ay an 2o = 为 顶点 的 矩形 时 ,不 等 式 (4.9) GRUES 
反 过 来 , 若 不 等 式 (4.9) 中 有 一 个 等 号 成 立 , 则 9 必定 是 以 ro en 
zo zi 为 顶点 的 矩形 ， 这 一 点 是 定理 4.3 的 推论 . PLLA (4.9) 
中 右 方 不 等 式 成 立 等 号 , 即 有 
UII = MU, zp z, s) = IAE, 


其 中 T E OG zs z 20 中 第 一 组 对 边 连 线 的 全 体 。 这 表明 欧 
[Ts (B a = 1) 是 了 的 极 值 度量 ， 于 是 Q(z. za 2s z.) 到 其 
个 矩形 的 标准 共 形 映射 的 导 函 数 是 一 个 常数 ， 因 此 这 个 标准 共 形 
脆 射 必定 是 一 个 欧 氏 刚体 运动 复合 一 个 相似 变换 ,从 而 2 是 以 n， 
2, 25 5 为 顶点 的 矩形 。 对 于 (4.9) 中 左 方 不 等 式 成 立 等 号 的 情 
R uS 2 ULL 

定理 4.4 Rege 不 等 式 (4.9) 中 成 立 等 号 的 充 要 条 件 是 @ 
是 以 zz， zo 2 为 顶点 的 矩形 , 


44 机 的 单调 性 与 次 可 加 性 


定理 41 建立 了 拓扑 四 边 形 的 模 与 极 值 长 度 之 间 的 联系 。 屠 
么 ， 有 关 极 值 长 度 的 比较 原理 与 合成 原理 反映 在 拓扑 四 边 形 的 模 
上 必 有 相应 的 定理 . 

现在 我 们 设 OG z 25 5) 是 一 拓扑 四 边 形 ， 在 8 内 引 第 
一 组 对 边 的 南 条 连 线 ， 使 得 它们 与 的 第 一 组 对 边 图 成 一 个 新 的 


fg 


四 边 形 Oo 这 两 杀 连 线 的 是 点 分 别 记 为 wh sw 与 s wss 其 位 置 
如 图 4.1 Br; 


t 2, 
EA w, 1 


£e 


定理 45 MQ was Wss y) E MOa ro 37 2)). 

证 HrEOqUE—Hxtye t RDRTOEH IO SE Gr. 
AN = {rer TCO}. 根据 比较 原理 ACD) < AC), Bn 

ATY S aT”, 
再 由 定理 4.1 即 证 明了 定理 的 结论 . 

较 小 的 四 边 形 模 较 小 这 个 命题 是 有 条 件 的 ， 即 必须 要 求 较 小 
藤 四 边 形 的 第 一 组 对 边 分 别 是 较 大 的 四 达 形 第 一 组 对 边 的 子 弧 。 
否则 命题 不 一 定 成 立 . 

定理 46 it Qo > 25 2) 是 一 拓扑 四 边 形 ,9, 5.0 是 
包 人 省 于 乡 之 中 钓 两 个 折 耸 四 边 形 ;它们 披 此 不 交 ; 并 且 其 第 一 组 对 
边 分 别 是 史 的 第 一 绝对 边 的 子 弧 。 则 

MC + MCQ) < MO). (4.12) 

这 个 定理 很 容易 丛 舍 成 原理 推出 ,请 读者 自己 完成 , 

REA (412) 可 推广 到 年 意 多 个 四 边 形 的 情况 : 设 O.CO, 
2—1,2,-:-5 B PAn = (Vn s m), HERRAT O, 
第 一 组 对 边 分 别 是 吕 的 第 一 组 对 边 的 子 弧 ， 这 时 

> MOD < uo). (4.13) 


这 个 不 等 式 被 称 为 模 的 次 可 加 纤 . 
我 们 感 兴趣 于 (4.12) 中 何 时 成 立 等 号 ， 下 面 的 定理 


. lé = 


ETZ 


L 


tam. 
定理 4.7 OEL, as 2 n DUAE. Q, 5 0 
EER 4.6 的 条 件 . 则 当 且 仅 当 Q, 50 REER, E Q=0.U 0. 


时 ， 
M(Q) + MCQ) = M(0). (414) 


证 . 当 Q, 与 D, 8 EXGXE B 0 一 0,U 0, 时 ， 上 述 等 式 亚 伏 
成 立 。 现在 记 明 私 当 此 对 成 立 等 式 。 设 (4.14) 威 立 。 那么 由 
Rengel FERTA, 

MCD) < m(Q,)/di, MO)  m(014, U-15) 
Hh 4, EEK ORRE ORE. 这样 
M(Q) = MCQ.) + MCQ) < [ml 0,) + ml 0:)]1/4 
< n(Q d. (4.16) 
BELT OEE HMO) = aQ), BI OGL16) 中 等 号 成 立 。 Ul 
此 ,我 们 有 mCO)m mCOD) + mlO), RII Q= Q, Ú Qa, 此 外 ,(4.16) 
式 等 号 成 立 歼 对 着 《4.15) 中 两 个 不 等 式 等 号 成 立 。 由 定理 4.4 可 
知 8 与 8, EER. EF. 


45 AMHER 


我 们 假定 Lles zs co z) 是 一 个 有 界 的 拓 直 四 这 形 ， 
a $t, a1?, oi) 是 日内 的 拓扑 四 边 形 序列 , n = 1,2, 
者 


lim sf = ris ] = 1, 2, 3, 45 
em 


ge 


并 且 对 于 任意 的 670, FENH 7 2 NIN. TE—S z € 80, 
5189 WER dle, 89) < e, 则 我 们 区 8。 从 名 区 内 部 趋向 于 9. 
定理 48 若 OLG, z", am, aim) 从 内 部 趋向 于 QU. 

Zas zo 24)， 则 有 
lim M(9,) = MCQ). (4.7) 


iÉ. 设 f:9 — R E OG 2a zas n) 到 矩形 ROD, z, abis 
bi) EUR ICEMUM. BERT PTP tE BI O E, AMED E 
BER. FE TEH 0。 从 内 部 趋 训 于 8 的 定义 及 1 的 一 臻 过 
续 狂 看 出 ， 对 于 任意 给 定 的 4 > 0, 存在 一 个 N， 使 得 NB 
4, BR) <m, WEED), HE fel) FIR BIRRA 
离 也 小 于 3 了 一 0. 2, 3， 5. 这 就 是 说 , 当 FAKRO) 就 
EAA BR 为 边 的 宽 为 4 的 “四 方 杠 ” 内 (图 4.3). 


由 Renge 不 等 式 有 
(a — IE mif 9) < MOLD 
< mCO) (o — Ia), Va 2 N. 
Je, (a — ?nY[aó < M(Q,) < ab (ó — iny(n 2 N), B8 
(4.17). 


46 Si H SHE 


US BRUM RU RE aJ i — KAROR EHE. W p RM 
双 连 通 区 域 , C, 5 CL EC ZE BOB EA. RIAR Y 
WT C, 5 Cu UK C, 与 C 之 门 的 任意 -RERE — yE 55 y EH 


2485 


3 

BUEAGE T #— HERRE C, 5 Ca POPULO HN ri sk B n D 
E. 

定理 49 在 上 述 假 定 下 ,我 们 有 

M(B) = 2s/2(T), (4.18) 

E. R03 M(B) 与 4(T) 部 是 共 彩 不 变量 , 所 以 我 们 不 妨 候 
EBER {rir < |z| oru. Hon 22 0, no. 设 p 是 一 
个 非 负 Borel TTIR, W E 


| p(z)l|l2z| 21. Vern. (4.19) 
特别 弛 ,对 于 圆周 12; 一 rn < + < rs) 二 这 不 等 式 成 立 , 即 
rÊ GAS, re Gun) (2) 


这 时 ,由 Schwarz 不 等 式 有 
mAB) 一 k rar C aces 


NIS" 
|, 


dor 


>L [= (f Cem] 


nor 


lan LO. (4.21) 
2x Ti 2 


另外 一 方面, 取 po 一 1/(2<|z |), MAHER v Er 


[aoei PERIE 


«dii | |= 


" 
|l n. 
由 于 了 隔离 0 与 2 , 于 以 
NT 


这 样 m ES (4.19). EROR B SO UE mu CB) == [ log o) n0) 
22, Bl wm 使 (4.21) 等 号 成 立 ， 因 此 


= 9 


2 ls, 


CATIN! — inf mel B) = MU B)/ in, 


Ws. 
由 定理 4.9 的 证 明 过 程 可 以 看 出 。 对 于 环 域 {z:r < dal 
r) TEBIBGER PEIPER LE P， 其 极 值 度 最 是 Orlai). tt 
T—BOUGEBDUR B mi, NOB CS WI e e T IHR Ë NF 
BRE Ulf, f E B EJ Gin < ds] < r) 的 共 形 映射 
定理 49 担 供 了 对 双 连 通 区 域 的 摸 的 一 种 估计 ， 
MCB) & 2x - mB), 
HE o REC HR kt (+.19) 的 非 负 Bord JARA. *% 
别 地 ， 当 BB 的 补 集 已 一 有 的 两 个 分 支 中 分 别 包 含 0 otf, p= 
1/Oz|z|) 就 满 中 条件 (3.19). Bof k Bf 
M(B) € 22 ff pdzdy «z 1 ff dzdy (422) 


D 2= jJ) dut 


这 个 下 等 式 是 Reagel 不 等 式 在 双 连 通 区 域 人 情况 的 对 应 物 。 
RICE EB ERO (z: rm < la| <r} BF (4.22) h 
等 号 成 立 。 可 以 证 明 ，(4.22) 式 训 等 号 仅 当 台 是 环 域 时 成 立 ， 由 
于 证 明 完 全 类 似 于 四 边 形 的 情形 , 故 略 去 这 个 证 明 . 
由 定理 4.9 及 比较 原理 与 台 成 原理 ， 不 难 推出 双 连 道 域 的 模 
单调 作 与 次 可 加 性 . 
定理 410 i255 B 是 两 个 双 连 通 区 域 ， 刀 包 合 在 5 的 内 
部 , 且 隔离 一 B 的 两 个 分 支 。 则 
M(B.) < M(E). (4.23) 
定理 4.11 i% B, Bi, B, 都 是 双 连 通 区 域 , 且 BNCE, BZB, 
BiN R, = $; B, 5 8, 都 隔离 忆 一 p tB Tbk. MH 
M(B,) + M(B,) < M(B). (4.24) 
5546, 当 B BL PCR, (4.24) 中 的 等 号 当 且 仅 当 B, 与 B, 也 是 环 
域 且 BUEP: 一 BRY. 
这 商 个 定理 的 证 明 完 全 类 似 于 拓扑 耻 边 形 的 情况 ， 请 系 责 自 
完成 . 


"ETE 


$5 模 的 极 值 问题 


5.1 又 造 遂 区 域 模 的 极 值 疝 鲍 的 提 法 


本 节 讨 伦 三 个 普 名 的 极 慎 问题， 它们 在 拟 共 形 映射 的 作 差 定 
理 中 起 着 关键 的 作用 ， 

双 连 通 区 域 移 神 的 极 值 向 题 提 法 如 下 : ”给 定 两 个 集合 E 与 
'E,， 并 孝 路 六 样 的 双 连 通 区 域 上 使 得 © 一 B 的 两 个 分 支 分 别 包 
& P, 与 启 ， 问 在 这 到 区 域 中 哪个 区 域 使 M(B) AK? 

Gri:zs 由 (AR: E= (z: |l 2 Y, E, = (0, yy 其 中 0 过 
ret. 

Teichmüler [B]. F,—(R, ool, Fi (0, 一 [其 中 R70, 

Mori (DIEI: E, 一 (0, oo), C 一 B 的 有 界 分 支 , 与 单位 
(zl < 1] 的 交集 的 直径 > d > 0, d 是 事先 给 定 的 


5.2 Gratzech 极 秆 问题 


Grëtzsch 极 得 问题 的 解 是 单位 圆 {1z| 1p 划 去 实 轴 上 :0， 
+] 区 间 订 形 成 的 双 连 通 区 域 。 这 个 区 域 通 常 被 称 为 Gratzsch K 
, 域 , 记 作 B, 

EASI 在 单位 加 内 任意 一 个 隔离 单位 贺 质 {1:| 一 11 与 
AB, r} (0 < r <<1) 的 双 舌 通 区 域 的 材 不 越过 M(B,). 

证 。 设 Y 是 把 B, 变 成 环 域 iw: 1 < |a) < et HERT 
B qlr) 一 1, 这 里 a 一 M(B). 显然， 由 于 B, CESAR 
A, pC) 也 是 满足 这 样 条 件 的 共 形 映射 。 引 唯一 性 定理 pa) 一 
K 引 ,也 就 是 说 关于 实 轴 对 称 ， 由 共 形 映射 的 边界 对 应 定理 可 
A p) 可 以 连 绿 开 托 到 (0。 72 的 上 下 两 侧 , 它 们 分 别 对 应 于 单 
Air doli U) 的 上 下 两 个 半圆 辟 。 因 此 (za) 可 以 从 《50,7) 的 
-AE MRE. BAR DAN EE SAR PRERE, 
(83 lo /o| TE (0, 7) 上 (除去 0 55 r 设 有 定义 外 ) LIO RARE .. 
这 一 点 可 以 由 w (z) 关于 实 灿 的 对 称 性 推出 。 


n: 


设 纪 是 任意 满足 定理 要 求 的 双 连 通 这 域 ， 并 考虑 昌 中 全 体 隔 
W; Ç — 8 两 个 分 支 的 局 部 可 求 长 团 曲线 族 了 . 命 e 一 |o 'fel/22, 
WLS v €T 5338 E DE [8] [0, r1 KAZH, 


bp 
2 "í darge | 21, (S. 
2x je 


Hrer 与 区 间 [0, 7] 有 交点 于， 我 们 把 T ARATI r. ti Ts 
它们 的 端点 分 别 在 区 闻 {-1, 0) 53 60,1) 之 内 ， 将 7, ERAF 
方 的 点 一 律 对 实 抽 作 镇 本 反射 ,而 原 来 在 实 轴 上 方 的 点 不 动 ,这 样 
得 到 一 条 弧 F. 将 7, 在 实 灿 上 方 的 点 对 称 反 射 到 实 轴 下 方 而 不 
来 在 实 轴 下 证 的 点 不 动 ， 这 胖 得 到 一 条 驶 7a。 很 容易 看 出 WMF, 
HPZ? eT, 并 且 m(7) 是 一 条 隔离 " 与 oo 的 闭 冉 线 ， 另 外 
一 方面 ,注意 到 了 是 疗 过 对 了 的 部 分 子 弧 鞋 实 略 镜面 反射 得 来 ,而 
HE 关于 实 铀 对称 ,那么 


feet o [oer L| 129l tel 


1 j _ daraw| 2 1, . (53) 
"n 


2: 


很 据 定 再 19, 
MIB) S Iu LEE [ig aeo 


EX 


= <= M(B.). 


"say = + fi ( 


Al e en 


证 毕 ， 

今后 变 党 常用 到 M(B,)， 有 必要 引进 一 个 专门 记号 扩 r) 一 
M(B,). 显然 ,由 槛 的 单调 纤 可 知 , alr) 是 递 成 函数 . 
5.3 Teichmüller 极 值 问题 


Teichmüller 极 伪 问题 的 答 衬 是 复 平 面 C ge dcc jb EDU XC 
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[-1, 0] E LR, oo) 所 形成 的 双 连 通 区 域 。 Phil W83) Teich- 
müller 区 域 , 记 为 Te. 

定理 52 也 离 点 个 {-1, 0} 5 [R, ool 的 双 闫 通 区 域 的 模 
OX T. BR 

E. 设 B 是 任意 一 个 阳 离 点 企 {-1，0} 与 {R, co} HRE 
WRR. E- B 的 两 个 分 支 为 C. 5 C» 并 假定 1-1,0}C Ci， 
{R col Cs, 没 9 是 把 BU C, 变 成 单位 图 的 共 形 映射 ,pf0) 一 0。 
971) > 8. 这 时 (B) 是 一 个 隔 府 单位 圆周 及 点 个 {0,9( 一 1)} 
的 区 域 .定理 5.1 告诉 我 们 

M(B) = MUB)) < (oC — 1)). (5.3) 

BUE p DIEM p. HH Kobe WAZEE, 


"e [4 
WD < Met — EL. 


特别 地 , 当 5 一 e C71) 时 ,我 们 得 到 
< |a etl) 
1« [eol ü— aC 
另外 一 方面 ,由 Koehe 的 1/4 ifo EE, 381 以 RT — T B 
{lel < |@'(0)1/4). BEAR EER Zh 也 即 RECO), 
4， 这 样 ， 


一 | 
1< RT ET (5.4) 
TR 
C1) m E RgR— IR RARI (5.5) 
注意 到 (r) BOXE, d (5.3) 式 有 
M(B)< uU +2R — VAR + AR), (5.6) 


X B 一 Ta F, O58 (5.4) RRES ET O.5), 0.6) 均 成 
立 等 号 ， 这 样 就 让 明了 定理 . 
现在 我 们 给 出 MTA 的 一 个 简单 表达 式 : 
1) 读者 可 以 中 证 这个 结论 * e RE E X Hee EET SERE Groczech 
KAAR r= + IN- VIR EAR, 
He 


MU wl : i3 (52) 
我 们 以 > 一 一 1 为 中 心 ,以 4 一 VER 为 半径 作 一 个 贺 周 (a: 
is 十 11 一 如 .不 难看 出 , 这 人 圆周 把 T, 分 成 两 部 分 ,并 且 在 锅 
外 的 部 分 丛 好 县 在 攻 内 的 部分 的 反 注 ， 因此 这 两 部 分 的 撞 扯 等 . 
这 两 部 分 的 覃 之 和 是 否 恰好 就 是 TARR? 回答 是 上 朋 定 的 。 事 
实 上 ,首先 拓 贺 内 部 分 兴 形 映 舟 为 一 个 环 域 ,然后 对 称 开 拓 访 共 形 
映射 ,使 之 在 Te 上 有 定义 ， 这 样 就 得 一 个 共 形 映射 ， 它 把 Ta E 
成 一 个 环 域 , MAR (z: [z 十 1[ 一 6) 对 应 于 环 域 的 一 个 同心 贺 . 
根据 定理 “11 可 知 : Ta 的 圆 内 部 分 与 圆 外 部 分 的 覃 之 和 等 于 T, 
[D M 总 之 , T. 的 撞 等 于 它 在 到 17: 1z 十 .| ~ 分 内 部 份 的 措 的 
i HO T, 在 圆 内 部 分 的 模 是 AIAW 1 + R), 这 就 证 明了 (5.7) 
x. 

因此 ,定理 5.2 XU FRED. 

X2 S£ GEB SSES CL 5 (R, o) 的 双 连 
AKR. dl 


M(B) < 2n 


4 1 x^ 65 


Teichmüller 级 信 问 题 可 以 有 更 为 一 般 的 形式 , 即 特 点 侦 
{0, 一 1} 55 (R, c0) 分 别 换 成 40, n) 与 (nu, oh TERRAE 
RH Teichmiiller REA, 

定理 53 设 日 是 一 个 现 离 点 傅 (0, n} 5 (ns oo] 为 双 连通 
E. MJ 

M(B)< wife al 站 G3) 

3. s B 的 两 个 分 支 分 别 为 G 与 C;， 它 们 分 别 包 含 
4, zi) S (n, oj。 首先 作 一 个 共 形 映射 & 一 9 GO IE BU C, £ 
HORE, i o0) = t, hb = (=) 0, ABER 

= — — ls, 
se = KE) re 
ide 


这 时 , w = hop 就 把 BU C, 变 成 了 全 平面 割 去 实 轴 上 区 疗 [151、 
c )， 而 量 的 像 是 这 个 区 域内 的 一 个 双 连 遵 区 域 ， 它 隔离 了 点 侦 
Cal, o0 & (0, b, Eth n m —4dslb/Q 6 c0. d 


定理 5.2 
T 
M(B) < 2p(, — = 2). (5.10) 


HAO 是 9 的 反 函 数 ， 由 Kohe 的 偏差 定理 ， 
EACEA 
lal e DIS. 
再 由 Kocbe M 1/4 E38, |/(0)| < 外 2 ， 这 样 ， 


w= Aali > 160010 > al 
(一 和 一 人 


注 亩 到 # 的 递 碱 性 ,由 《5.10) 即 推出 《5.9)、 证 毕 .。 


5.4 Mori (SE) EIER 


图 5.1 所 示 的 区 域 ( 其 中 的 实 线 是 割 线 ) 是 Mori 极 值 问题 的 
极 值 区 域 ， 我 们 把 它 记 作 GA. 


图 s 
定理 5.4 VEBE—AOXUEIRDUR, Sap C — B 的 一 个 分 


支 包含 {0，co}， 另 一 个 分 支 与 单位 贺 (|z) < 1} 的 交 的 直径 六 


d > 0, ll 
M(B) « M(G2). (5.11) 


do 我 们 作 变 换 二 一 Vz ， 这 时 区 域 B 的 像 是 两 个 双 连 通 
P 


区 域 B+ 与 8-, 它们 以 原点 对 称 ; 而 必 一 B 的 包含 {4，ao1 的 分 
支 变 成 一 个 以 原点 为 对 称 的 且 包含 {0, oo) 的 连通 闭 集 , 如 图 5.2 
所 示 . C (BUB 有 三 个 分 支 ,其 中 无 界 分 支 记 为 C, 两 个 有 
界 分 支 分 别 记 为 C+ 5 c-. 


ig B'— € — (C*U C7), BD R' 一 B*U B^ UC. HER 4.11, 

M(B') + M(B ) < M(B'), ixi, 
2M(B) & M(B’). (542) 
因此 ,我 们 把 问题 归结 为 讨论 B' HR. 根据 假定 ,在 一 B 的 有 
界 分 支 中 存在 两 点 z, 与 z, 使 得 
Iz — 2624; || < 1, jalg. 

因此 ,存在 6 一 Vzie Ct， i= 1.2, MIRRE (一 6) e C-， 
fi 一 1， 2， 我 们 作 分 式 线性 变换 
Eti uth 
f> 6-0 
XE G.—L5. — 分 别 变 为 oo, 0, —1, fi E wm t 
DBYQ — t. ARK wl B RRR SR 0-1) 5 {w0}. 
根据 定理 5.3， 


M(B') = M(w(B')) < 2 (J 


w= 


1 
Ta) (5.13) 


余下 的 问题 就 是 估计 ww, 的 大 小 .这 是 十 分 初等 的 运算 .因为 
Iz + ul = Gal tini) — lao n < 4— #, 
所 以 
. 2⁄4. 


另 一 方面 ， 
GEL. b-h o ntn 


b-i tE ü-ü aTa 
因此 ,我 们 又 有 


RR. BEC. nta 
ta 一色 一 o lasa 
WEAR EHE, 
Pt < 上 (+ 452, 
š d 
也 即 
PA] < (Lt g] (5.14) 
& (5.12), (13; 及 (5.14) 我 们 最 后 得 到 
4 
M(B) < 一 一 一 一 (515) 
"Cc 


无 难 直 接 验 证 ,当日 =G4 时 ,不 等 式 (5.12)。(5.13) (514) 
均 成 立 等 号 * 于 是 (5.15) 世 成 立 等 号 。 这 就 证 明了 《5.11)。 定理 
证 毕 . 


55 函数 mr) 


三 个 极 值 问 监 扬 鸭 极 值 区 域 的 模 都 出 (n) ub. 现在 对 这 

个 函数 作 一 点 讨论 . 
我 们 考虑 上 半 平 面 而 一 {z:linz > 0) E S Eft ioo, —1,0 
和 4。 >. 这 样 就 给 出 了 一 个 拓扑 上 四边形 好 (00, 一 L, 0, 2). * 
Alo) = MCH(Coo, —1, 0, 92). (546) 
Riz T, 是 Teichmüller 区 域 , 即 复 平面 C 割 去 实 轴 上 [一 1,， 0153 
Le, oo ) ARE. ET, KERHAM (v: 1 < L| < (a= 
M(CT,)) BUE 00,—1, 0,p 依 尿 对 应 于 点 1 2 一 人 一 [由 T。 

(No 


关于 实 轴 的 对 称 持 可 以 看 出 ,在 这 个 式 形 映 入 下 ,和 (< ,一 too) 
EIRE ALL, ef, 一 2 —2). Km A = Gil < | | < eme 


on att, 
Ale) = MUT Me, 
am 
-2 三 1 
DLE "m 
现在 我 们 利用 这 个 关系 式 推出 


和 o. " 
TEE (I) 
事实 上 ,对 于 H VEFGR AER ALMETE H: 


= 7P 


FERES) 


647) 


(5.18) 


(5.19) 


则 点 26,— 1, 0, e 依次 变 成 11o, 06, —1, 0, 也 就 是 说 , HAOL, 
0, p, op ) 共 形 等 价 于 得 [oo， —1,0, Up), U M(H (—1, 0， 


e, oo)) = A(1/p).. 但 是 ,我 们 知道 


MUH(Co, —1,0, e)) - MUT(C- 1,0, p, %)) = 1, 


医 此 ， 
AG). (1)= 1. 


H (5.18) R (5.20) Blii (5.19). 
在 (5.19) 中 令 一 1， 即 得 


(5.20) 


(5.21) 


第 二 章 ” 拟 共 形 映射 的 基本 性 质 


本 章 将 以 经 典 拟 共 形 胸 射 讲 起 ， 然 后 给 出 一 般 拟 共 形 际 射 的 
几何 定 多 ， 先 进 经 中指 共 形 映 射 的 生 念 是 为 了 使 读者 更 容易 直 现 
了 钾 一 般 拟 共 形 隐身 的 某 些 基本 毛 念 的 几何 意义 。 本 章 的 另 一 种 
DEI Bg aS TU EX 2 Edith m m JLP Ab xb SEG 
dt AH ER ME D SL Bree EMEN, Mami AR ds 
SEX. ` 


$6 经 典 拟 共 形 映 射 
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设 f(z) = ala, y) + ilr, y) 是 一 个 二 元 连续 可 微 复 管 马 
数 ,其 中 z 一 +z + iy, BARKE - 


amd f, Bim LU ih (81) 


Ach flow. + ie, f, uy + ivy, 
# muc še fE 23 (x, 2) 的 函数 在 点 (zo, y) EEES, Rr 
TER = za + iya f FPES: 
Hz = H9) + Ale — s) + B( — 8) + olla — ul) 
A= B f(z). B = (s), #-> m. 
BMG SIELB (6.1) SUE X CRESCE ZE Bri o 中 
BEL. RIPE RE EI DLUEBHUES EURUEGS PEERS RENUT: 若 
fec, g€ C', ni 
O.Cgof) = Aug - 6,] + Ozg ao i! 
B, Go) = Dug Os + Ong 3 | 
从 形式 上 看 ， 这 个 规则 福 当 于 把 e 各 自 看 成 西 个 独立 变量 >， 


(Bo 


(6.2) 


3 5 ww HORE. 
此 外 ,不 难 监 证 
(D = ah AD = f. (6.3) 
JE K3R Bj Cauchy-Riemann 7j UE — tr F 688 P W om: 
8, —0, (Ef ERRET, 


84 —f. 
RE, 5 f E FESECNUN AN (6.2) ARARE: 
Agel) = Bug - i, O gol) 一 eg - f. (6.4) 
当 & 是 全 纯 函 数 时 ， 
aet) = g' -audo Blet) = Z - 04. (6.5) 


6.2 TRAKAMA 


df RIED 8I D' ARERIA ELER, RB 
ECER ae 呈 处 作为 实 变量 二 元 函数 可 币 . ERA. 436 
附近 的 一 阶 近 亿 是 一 个 线性 次 换 ; 

e e (z) = fna) + B,f(24)(z — za) + B n) — mn). 
ËJ Jacobian 是 j — VBK P — AeA. rule 
dO) = 18e 帮 ga 引 上 时。 这 个 线性 变换 是 非 退 化 的 . 特 
lib, 240. C1 > Idd li ER RREAN. 

岗 谨 我 们 假定 10rf(2o) | > 194 GO) 4, 并 考虑 一 个 充分 小 的 加 
H {aila — zl 一 ”在 上 述 变 换 o = eG 之 下 ,这 个 到 属 的 
像 是 一 个 椭 司 ,其 参数 方程 为 

te = fn) + f(z) «ire? OV) + 2756, 
其 中 6 为 实数 .由 二 

lwla + 029) — fM = Be 十 Dec | + r, 

所 以 不 玲 看 出 ,该 棍 贺 上 的 点 到 中 心 了 zo) HEARKE EU 
BARE GASA HBl) l) + z 85 (18,f(za) ; — 124921 
(rn But i SR Eon 

4,1 + [Of( V. 

18.01 — 184 9)U" 


(3*5 


又 设 册 是 长 轴 与 上 轴 的 正 向 的 夹 第 ;0 < 0, < =. BRA Oo i 
使 
18,Ka)] + Bul Ce eel = |8,f(z6)1 + Lf. 
由 此 推出 


ba = acl Bafe) /Oof zo)]. 


由 以 上 讨论 可 以 看 出 量 0,/()/0.f (9) 完全 刻 划 了 变换 
=a) 在 和 点 一 阶 近似 的 特征 ， 因此 我 们 称 量 


— 8G) 
uin) Ba) (66) 


为 了 在 za 点 的 局 部 复 特征 或 简称 为 复 特 征 。 用 更 直观 的 语言 级 
述 前 面 的 讨论 ,就 是 说 , 当 |2,j(z)1 > 10 Cn) LIRE RR E. o1 GO 


近似 地 把 以 so 为 中 心 的 圆 变 成 为 以 Cr) 为 中 心 的 椭圆 ， 读 椭圆 
的 长 短 轴 之 比 为 
1 a. 
ow on 


而 其 长 轴 与 * 轴 的 正方 向 之 夹 角 为 [argpv zo)]12。Di(zo) 被 称 为 
f 的 伸缩 商 . 


63 经 典 拟 共 形 映射 的 定义 


定义 6.1 iE f ERR DR D H C! 类 同 胚 映 射 , 且 在 D 内 处 
处 满足 下 列 条 件 : 

G) [O01 < 10,1601; 

G) D,G) < K, K 是 常数 ， 
则 称 f 为 DD 内 的 一 个 经 典 拟 共 形 映射 ,成 CH 类 拟 共 形 映 射 。 

Xx Belt G) 保证 了 映射 了 保持 定向 并 且 非 退化 。 条件 GD 
的 意义 是 要 求 变换 的 伸 绍 商 有 一 个 公共 的 上 异 。 这 一 点 保证 了 拟 
共 形 映射 具有 共 形 映射 的 许多 基本 性 质 ， 

最 简单 的 拟 共 形 映射 的 例子 是 保持 定向 的 仿 射 变换 ， 其 复 形 
KE: w = Az + 85 十 C， 其 中 14|>181。 在 这 个 例子 中 复 


a 


特征 ao = B/4, 而 其 伸缩 商 为 (14| 十 BIGA IBI 
于 面 的 例子 说 明了 定义 中 条 忻 Cu) PS B El: 


w= fle) = rT 


TOE Ë E AE, e 一 f(2 在 单位 圆 (z: ia| <1) AAEE, 
且 有 


at=, do LÀ 
Ima TL Tac 
HEREA wa) = els 其 他 纺 商 为 
"N I+ jsp 
Dra; = LIE, 


可 见 e 一 f(z) 在 任意 一 个 圆 Gl] < r)(r < 1) AREH 
形 映射 ,但 在 单位 置 上 不 是 . 

ERATE RA v 一 f(z) 把 单位 圆 变 成 了 整个 复 平面 .从 
函数 论 的 观点 看 来 ,单位 圆 与 复 平面 有 本 质 的 差别 ,尽管 它们 基 拓 
TAS. AH (i 把 我 们 所 研究 的 聊 射 与 一 段 可 微 拓 扑 映 庙 区 
分 开 来 . ， 


6.4 Beltrami 方程 


Xf E C 3091032029, e= pm 是 它 的 复 特征。 B 
Z wm ila) 就 满足 方程 式 
8, pw |e SREL. 
这 个 方程 式 就 是 著名 的 Betram 方程 。 它 是 大 家 熟悉 的 Cauchy- 
Rieman HEHHE. 其 实 形式 是 
JO = a)z, — (1 + ados = bu — v.) 
1 — a) + (1 + ou = bn. + os) 
Jtrh Bekr vt 22 + P < P. Ha 与 都 是 零 时 ,这 
个 方程 就 是 Cauchy- Riemann 方程 . 
Betram 方程 与 二 阶 楷 加 型 方程 化 标准 型 有 关 . 在 几何 上 ， 
负面 等 漫 坐 标的 存在 性 同 题 归结 为 Berani 方程 的 问 眶 解 的 存在 


ETE 


性 问题 。 此 外 ， 记 类 方程 在 流体 力学 及 弹性 力学 的 某 些 问题 中 有 
着 广泛 应用。 因 比 历史 上 有 闪 多 数学 家 研究 过 它 。 第 一 个 给 导 这 
种 六 竹 的 局 部 同 是 解 的 是 Gases. 

:类 所 本 展映 射 m= pe) 是 Reluzad JENER. 


6.5 复合 映射 的 揽 特征 与 伸缩 商 
i DD 与 人 Di 一 Di 兵 两 个 C 2 W 3& 6 Pk 94, 
K(D)CD,. iBESUM 
(ep). = Gus + CaP 
(gf) = (guet) 十 (gao 及 有 
级 容易 看 出 ,映射 eor 的 复 等 征 有 如 下 公式 : 

Bi e (n ef) 02 . 
lm Ge? 57 f." G8 
特别 地 ,车 8 RECTA STRE RU pr em 0, A nis = a. # fE 
RERA, M a= 0， 即 有 mso m Guo) (fi)1fs， 因 市 
iso = 1al). EER TR ER Iki T ERER, sI SEE 
明了 不 面 的 绪论 :  C'OSRDETERESI 8 ACUCROURE $I CI HE EOS 
£. 

现在 ,我 们 假定 D,(z) < K. YzcD; Due) RS Yw 6 
D. BZ, 


Dia = UAA Df) cg vz£D; 


peci 一 


Ji 
Delu) = Hoel 十 19eg| < Kuy, Ye é D, 
n 
H K ta EE BJ SEL UTERE H 


(18,(ge)| + 16,(gef)1)* 
(Delt lag PUAA] + 15.1), 
其 中 = 160. EEE Jeo 一 Jo HEE 
Drole) < KK, Va €D. 
Bulbs; hL AA C 3503220 800 SS S EUH n (P fE H LIRE 


PETS 


由 定义 6.1 可 知 ,C' 类 拟 共 形 映射 的 Jacobian 是 正 的 ,因此 ， 
4i 9, 1,270, 而 Jeor Uefa MA 
Jeo = 18. (go  — 0au Ceo? 0, 
158018,Cgof) | > 'Ə,(eef)l. 
总 之 ， 我 们 证 明了 C 类 氢 共 形 映射 的 复合 映射 是 C' 类 氛 共 
X. 


6.6 ”四 边 形 的 模 在 经 典 氢 共 形 映射 下 的 变化 


大 家 知道 ,拓扑 四 边 形 的 模 是 共 形 不 变量 ,也 即 它 在 共 形 映射 
下 不 变 。 在 拟 共 形 映射 下 ， 模 的 变化 如 何 昵 ? 回答 是 模 的 变化 不 
能 太 大 也 不 能 太 小 ,具有 某 种 拟 不 变性 ， 

EMEI DD E: C 类 拟 共 形 映射 , 则 对 内 任意 一 
个 四 边 形 Q — Olas z, zs 2), OCD, RIL 


Mo) < MUCO)) < KM), (69) 


其 中 O 表示 拓扑 四 边 形 KOs wa ws m), wi m fa) 
(i= 1, 2, 3, 4); KEDO HER. 

At. 因为 模 是 共 形 不 变量 而 f(z) 复合 以 共 形 映 射 伸缩 商 不 
变 , 所 以 我 们 不 妨 坝 马 本 身 就 是 一 个 矩形 Rm is — r+ yi: 0 < 
z< a,0 < y < b), HR z, = 0, z = a, 2 = a + bi z, = Bi; 
并 且 依 据 同样 的 理由 不 妨 设 万 2 ) 也 是 一 个 矩形 R = {w 一 “十 
sii0 < <a, Oe E], uu = 0, au 2, ws mat + E, 
tw = i, 

我 们 考虑 直线 外 4 一 (e= z+ yii 0 < r <a. BT I) 
的 长 度 大 于 2, 故 得 到 


“< [i.e t Dde widey<s (610) 

不 等 式 两 边 对 v 积分 又 得 
“< [JG ev nar. (6.11) 

y 


Mc 


根据 形式 微 商定 义 ,我 们 有 
DA (6.12) 
因此 ， 


“< (faost + 18J1)a625. (613) 


注音 到 了 的 Jacobi 行列 式 J, — 18,f|2 — |6,f|*, 并 应 用 Schwarz 
不 等 式 ,立刻 得 到 


cp < (jj ao inam ey 


TC 
«|j tai jage rj tn 
< K(ab) - Ca'h’). (614) 
TRE «Kalb, BN MUCO) < KM(0). 
SUR Or HE Hu bdo b qL sr BIB E (6.9) t Sa — Mg 
KER. 
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6.7 最 大 伸缩 商 与 Gritzsch ja 


定义 6.2 设 天 D 一 D 是 C' 类 拟 共 形 映射 .我们 称 量 
K = sup (D,(z)) 


为 了 的 最 大 伸缩 商 ,为 了 标明 它 对 f 的 依 前 性 ,有 了 时 记 作 KUL. 
Grücsch 提出 并 解决 了 这 样 的 问题 :在 矩形 RO, asa + Bi, 
bi) 到 RCO, a, a + b'i, b'i) 的 CH 类 拟 共 形 瞻 射 中 何 时 使 KUIT 
Roo 答案 是 仿 射 变换 。 丰 面 的 定理 属于 Grirzscb。 
X34 62 iS j:R > R' 是 矩形 R(0, a, a + bi, bi) | RICO, 
d'a! 十 Wi, E) 的 C 类 拟 共 形 映 对 ,并且 保持 顶点 做 次 对 应 , 则 


Kil > max (22, 27), (615) 


并 且 当 且 仅 当 f 是 仿 射 变换 时 ,这 个 不 等 式 中 的 等 号 成 立 . 
证 ， 令 天 一 天 [ 力 ， 则 由 定理 61 有 


* 3$ 


TEA (IS). 
当 了 是 所 要求 的 仿 射 变换 时 , 它 应 有 下 列 形式 : 


这 样 


BD (6.15) 成 立 等 号 
BZ, 假定 (5.15) 等 号 成 立 , 我 们 证 明 f Zoe dE KS. 为 
了 确定 起 见 , 不 个 设 


£h yan (6.16) 


e 
š. 
€ 


这 时 KI —a'b/ab, WRR KU] É K, WARNER 6.1 
的 证 明 中 的 《6.141 式 成 立 等 号 。 这 就 要 求 所 有 推导 出 (6.14) 的 
不 等 式 (6.10) E (6.13) 都 成 立 等 号 。 由 Schwarz 不 等 式 成 立 等 
号 的 条 件 推出 


BESTES (am 
HL 
其 中 ! 为 常数 ,而 {16.14) 中 第 三 个 不 等 式 成 立 等 号 要 或 
Bj) + lail a (6.18) 


1841 — 18, P" 
M (6.17) & (6.18) B 10. f 810,47 RERA. Ec Co 12) ni. 
等 号 可 知 Ouf 一 60,4, 020 是 常数 .(6.10) BEES REOR (0) 
是 一 条 水 平 线 毁 .因此 , 因应 是 一 个 非 负 实数 .注意 到 攻 一 8.f 十 
O0, = Q + c)9,f, TH 6,f 2 0, Diti 8 一 65,20. £I 
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已 经 证 得 13,1| 与 |3, 放 都 是 常数 , 所 以 现在 可 以 断言 ,1 与 o. 都 
是 常数 ,并 且 是 非 负 实数 。 这样 1 是 一 个 个 射 变换 . 

如 果 (6.16) 不 成 立 , 而 是 成 立 相反 方向 的 不 等 式 ， 那 么 在 前 
述 证 明 中 将 水 平 线段 5 改换 为 垂直 线段 , 即 同样 可 以 证 明 (6.15) 
成 立 等 号 的 必要 条 件 是 f 为 优 射 变换 .定理 汪 毕 . 

最 大 伸缩 商 的 概念 在 拟 共 形 映射 理论 中 起 着 重要 作用 . 我们 
可 以 用 log KL] 这 个 最 来 刻 划 映射 对 共 形 映射 的 偏差 程 谋 ， 在 
Grirzsch (EA, H R 5 R 不 是 相似 矩形 时 ， 一 般 不 存在 一 个 共 
形 映射 把 R 3E p, R 并 保持 项 点 依次 对 应 ， Graczsch 的 解答 告诉 
了 我 们 ， 在 只 到 只 "的 非 共 形 映射 中 以 优 射 变换 “最 氛 近 ” 共 形 映 
5t. 


$7. 一 般 氢 共 形 映射 的 几何 定义 


DETUUT 


在 历史 上 人 们 首先 研究 的 是 C 类 拟 共 形 映 射 或 者 到 多 除去 
若干 个 慑 立 点 不 可 微 。 人 们 很 快 就 发 现 C 类 拟 共 形 映射 缺乏 紧 
性 ,并 且 C' 类 拟 共 形 映射 的 序列 的 极限 映射 可 以 不 再 属于 C' 类 . 
这 一 点 给 整个 拟 共 形 映 射 理论 研究 带 来 困难 ， 这 促使 人 们 考虑 更 
广泛 的 定义 .下面 所 要 讲 的 几何 定义 是 1951 年 A. Pfluger 建议 
的 ( 见 [64]). 后 来 Abito: 系统 使 用 了 它 ( 见 [2]). 

定义 3.1 Ef RDZ D EJ D 的 一 个 保持 定向 的 同 胚 。 如 果 
存在 一 个 常数 使 得 吕 中 的 任意 一 个 拓扑 四 边 形 9 一 Ol zi 
25 2), QCD, 都 有 MM(1(9)) < KMCO), HEZURATER f 是 一 个 
拟 共 形 映射 

这 里 f(Q) 表示 拓扑 四 边 形 I(Q)(ueo uas ss m) n 一 
Hs), i=1,2,3, 4. 

这 个 定义 中 保留 了 C 类 拟 共 形 映射 保持 模 的 拟 不 变 特征 ,但 
是 对 映射 f 没有 任何 可 向 性 要 求 . 

在 某 些 讨 论 中 ,我们 须要 强调 定义 7.! 中 的 常数 天 ,因此 特别 


DET 


地 把 痛 足 定义 要 求 的 映射 f 称 作 玫 拟 共 形 映射 ,或 简 记 K-q.c. Bk 
B. 

显然 , 共 形 映射 是 K-q,c. 喘 射 ,天 是 任意 一 个 不 小 于 工 的 数 . 
特别 地 , 共 形 映射 是 1-q.c. 映射 。 

由 定义 7.1 立即 推出 

定理 ?7.1 ig f: D, — Dí 是 Koe WR, h:D, — Di 是 
Ki-q.c. UH , B. DIC Di. TW faof, — 3E e KK qe MH. 

注意 到 关系 式 Mls zi zi 2)) =1/M (OCz z zo 
2)), 不 难看 出 若 f 是 老 -qc, 映射 , 则 

M(Q(n, m; Zs NK < MOCO os was ms ))y 
其 中 ow = fla), i=l, 1，3，4。 这 样 ,我 们 证 明了 

定理 7.2 K-q.c. BACH Re K-q.c. RT. 


7.2 保 模 喘 射 


我 们 知道 , 共 形 映射 是 1-q.c, 映射 . 现 夺 要 问 是 否 所 有 !-q.c. 
映射 痢 是 共 形 的 昵 ? 换 句 话说 ， 每 一 个 保持 模 不 变 的 映射 是 否 是 
HERA? 回答 是 肯定 的 . 

定理 7.3 # 1:D 一 D' 是 1-q.c. 映射 , 则 /一 定 是 共 形 映 
fit. 

3E. E Q(zo m ns z) ÉDITER — AAE, OCD. id 
Q = (09), = (a), i—1,2,3, 4. Xik € 5 6 5905 
Oz zo zs, 20 5 Q (u was s w) 到 矩形 R(0,a,a -+ bis Pi) 
H R'(0, 2, a  -- b'i, b) 的 标准 共 形 映射 。 那么 根据 定理 7.1， 
bolog ERF R H 1-q.c. it HAREA, W t= t ri 
是 只 内 任意 一 点 ,过 上 “点 作 一 条 垂直 线段 /把 只 分 成 两 个 矩形 R 
FR. BT ofog RHH, 所 以 R 5 R, BUR R 5S R. pu 
分 别 与 R. 与 R, 的 模 相 等 。 因 此 ， 

MARI) 十 MGCRD) = M(R) + M (Ra). (7.1) 
由 于 RUR = R E R 55 Ri 都 是 矩形 ,所 以 M(R) + M(R)— 
MCR). 但 是 ,由 yefsp 的 保 模 性 ，M(R) 一 MQR)), 这 样 ， 
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iB (7.1) (8 MCR + M(R;) = M(R'). IBIBGERI 47, Ri 与 R, 
WREKE, BENIO) 是 内 的 垂直 线段 。 同样 的 讨论 ,可 以 证 册 
gofep ”把 每 一 条 水 平 线段 变 为 水 平 线 段 . 因此 ,这 个 变换 是 仿 射 
JW. MERE a/b — a'f, 则 证 明 doleo"! 一 定 是 一 个 相似 变 
fü; iCX A. XPE, [o9 pokop 是 共 形 映 射 。 了 在 每 一 个 四 边 形 
是 共 形 的 ， 因 而 在 整 个 区 域 D 上 其 共 彩 的 。 定理 证 毕 . 

值得 注意 的 基 , 在 这 个 定理 中 没有 任何 附加 可 微 性 的 要 式 ,其 
结论 却 断 言 呐 射 是 解析 的 .这 是 十 分 有 性 的 . 


73 在 拟 共 形 映射 下 双 连 通 域 的 檀 的 拟 不 变性 

定理 7.4 设 1:D — D' 是 K-q.c. 映射 ,8 是 内 任 音 一 个 双 

连通 域 , BCD. Wu 
M(B)/K  MCQB)) S KM(B). (7.2) 

证 。 因为 模 是 共 形 不 变量 ,所 以 不 妨 设 8 与 1 8) 都 是 环 域 : 
B=itzil<|sl < e°), KB) — {wl < |w] <et}, Hh a= 
M(B), b= MCCBD. 

我 们 将 8 荐 去 实 轴 上 的 区 间 (1, <*) 得 到 一 个 单 连 通 域 .然后 ， 
通过 一 个 对 数 映射 4 — log z, 把 这 个 单 过 递 域 变 成 矩形 RO, a, 
a + 22i, 2mi)。 另 一 方面 ,我 们 在 区 域 几 8) PRRI, e). 
并 同样 地 道 过 变换 i = log w 变 成 一 个 四 边 形 9. 该 四 边 形 有 两 
条 边 是 牌 直 于 实 轴 的 ， 其 间 宽 度 为 而 其 另外 两 条 边 (我 们 规定 
为 第 一 组 对 边 ) 可 能 是 弯曲 的 ， 但 其 中 一 条 是 另 一 条 平移 2= 的 距 
离 . 这 样 ,映射 志 — log (<t) E R — O B K-q.c WU, 所 以 

M(Q) < KM(R). (7.3) 
注意 到 0 的 欧 针 面积 为 2< 5， 而 其 第 二 组 对 边 之 闻 的 过 线 长度 
>b. 由 Regd 不 等 式 ， 

M(CQ) > P/2zb = M(I(B))/2=. 
再 注意 到 M(R) = a/2z = M(B)/2=, 于 是 由 (7.3) 式 推出 : 
M(CB)) S KM(B). 此 外 让 也 是 K-q.c. 映射 ,对 六 应 用 已 经 
证 明 的 这 一 结果 即 推出 : M(B) < KM Q(B))。 定 理 证 毕 。 
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RH D >D 是 保 向 同 胚 ， 且 使 D 内 任意 -一双 涛 通 区 
B(BCD) 都 成 立 (7.2》 式 ;试问 : 

BOR í Bei Pk K-q.c. 映射 9 MERHER, HEHA Lebto 
ABL. 


58 K 批 共 形 映射 的 紧 致 性 


3.1 KK-q.e- AHERE 


太 家 知道 ， 一 个 解 征 函 数 禾 如 果 其 中 所 有 的 函数 是 一 致 有 界 
的 , 则 水 数 次 是 正常 族 . 也 就 是 次 ， 其 书 的 任意 一 个 消 数 序列 必 有 
一 个 内 闭 一 致 收 敏 子 序列 ， 

AUT K-q.e. 驶 射 族 而 癌 ; 同 样 的 命题 也 成 立 ， 这 一 点 在 拟 共 
形 执 射 的 基础 理论 中 是 重要 的 。 

定理 1 ig F= (P 是 有 界 禄 域 上 的 一 个 KK-q.c. KM 
ROBUR # — Bei Pr: 

HG «M. vVa&D, 

Rani yC ORT RI F EM IEEE. 

iE Æ F hR TEF fh nm 1,2, «4. TR RIR 
EREA (f) 同等 连续 就 够 了 . 

H sa E D REA. H 5, 2» 0 充分 小 ,使 和 9 图 laja eal 
«ACD. 我 们 考虑 环 域 

B, = (aià < |z — z| < A, 8 0. 

WAHT i E K-a.c. HR RITA 


Liz = L MB) < MC). (8.0 
ra K 


现在 我 们 估计 模 MUB.)). iR e, 是 集合 
iG: zal < 8) = E, 
的 直径 ,并 次 uL, wn EE, 使 得 | ws 一 wal = en RATR E Er 
连结 w, 5j ws, 并 在 wz 点 向 外 延长 该 直线 段 使 之 与 加 轴 |w| = 
M IBZUT AR wns EB ROTE ASAP M 


. 4“. 


Lm be, a). Amis hla 


HX 
Aum (t A, < po — EL < s, + AS). 
WEG = 1eilwl < M) — En 则 有 
MC) < M(G.). (8.3) 
又 设 r, — {7} RRR C. HATARA 3264 tk 5 50 TT R C th 
雪线 族 。 那 么 ,不 难看 出 
Í Idel S len, Vr e€r,. (8.3) 
取 一 个 函数 mm。 在 4, EREXOS L/2e,, 而 村 其 它 点 定义 为 零 .这 
样 由 (3.3) 有 
[elio 21, Yrer. 
由 定理 4.9, 
M(G,) < lama KGa) < Inm, (A.). 
很 容易 算出 
z 2A, ` r 2M 
modd) « (1+ 2)<z (+ zu), 


于 是 
MG < E (+ a. 


EB (8.1) X (9.2) fih 
Lek < Z í. + an, 


EK c 2 e, 
也 即 当 3 充分 小 时 ， 
[lip 
t, SM (cogo z). (8.4) 


这 表明 当 A 充分 小 时 ， e, 对 一致 的 小 ， 辐 忆 e. 的 定义 , 由 可 看 


1) &K 77. BERMB 4, MRRMKA L, 
tHe 


H (8.4) 式 表明 九 同 等 连续 . 定理 的 条 件 中 已 经 假定 了 妨 的 一 臻 
有 界 性 ， 所 以 由 Arzela 定理 推出 序列 {f} 中 有 一 子 序列 内 闭 一 


WAS uH. 
8.2 K-q.c. 映射 序列 的 极限 


在 共 形 映射 理论 中 ,车 区 域 D 上 的 去 形 映 射 序列 La.) 内 闭 一 
致 收敛 于 一 个 函数 ， 那 么 极限 函数 变 么 是 常数 要 么 是 一 个 共 形 映 
射 ， 对 拟 共 形 映 射 而 言 , 这 个 命题 同样 成 立 . 

定理 &2 设 刀 是 有 界 区 域 口上 的 天 -dc, 映射 序列 ,4 — 1, 
2,5. H a — co Kf, ED rb Hn Sec CT ECT. 则 了 要 
么 是 常数 要 么 是 一 个 天 -q.<. 映射 。 

注 : 这 里 应 提醒 读者 注音 定理 结论 中 的 浓 数 X 与 条件 中 的 是 相同 的 。 
RREH, Kae 映射 奖 中 的 序列 的 极限 如 果 不 是 常数 则 仍 属 十 -qe B 
LES 

证 .证 明 分 作 两 步 , 第 一 步 先 证 f 要 人 么 是 常数 要 么 是 同 胚 ;第 
二 步 证 明 如 果 f 是 同 胚 , 则 必 是 K-a.c. Bc. 

我 们 用 反 证 法 完成 第 一 步 证 明 。 设 f 既 不 是 常数 也 不 是 同 
胚 ， 因 为 了 的 连续 性 是 显而易见 的 ， 记 以 不 是 同 胚 就 意味 着 映射 
1 不 是 一 一 对 应 的 .因此 至 少 在 内 有 三 点 =, z z 使 得 

Kai) f(s) = fa), m m. (8.5) 

作 一 个 Jordan KR G, GCD, 使 得 G 包 各 点 z, m» z. TE 
GARM o f z, 与 z EE tt e 3, REGALE SE 
边界 8G 连结 起 来 .将 双 连 通 域 G 一 (a U8} 记 为 B. 

设 B, = fB), o, — fala), Ba 一 加 (8)。 因 为 如 是 天 -q.<. 
映射 ,所 以 我 们 有 

M(B) < KM(B,), a= 1,2,4, (8.6) 
直观 上 不 难看 出 ， 由 于 Ha) e fle), MAH = AFEN, 
a, 的 一 个 喘 点 与 B, 的 一 个 端点 的 距离 赵 于 雷 , 因而 M CB.) BF 
零 . 这 与 (3.6) 式 矛 盾 。 这 是 证 明 的 基本 思 根 . 

现在 我 们 来 证 明 M(B,) — 0(a— co). WE 


E 


一 二 [ha EIN 
二 一 二 (一 wh 
A, LM ha) |. 


KAH a — co hik, ale) — (z), fiU) — C) = Iz, fa) 
— GS = HG, BEIM n — on If, A 790 而 4, — (a) — 
Kea)l|/2. RH n RAKE, da > 2A,。 这 时 我 们 著 虑 环 域 

E, = {wi A, < (w — wl < 4, — AS). 

i£ T, 是 B, 中 全 体 隔离 B, 的 两 个 边界 分 支 的 局 部 可 求 长 Hi 
曲线 ， 那 么 当 d, > 2A, 时 ， 每 一 条 Y €T, 都 要 至 少 两 次 穿越 E, 
的 内 外 边界 . 命 
tf) — wnal M eo € E,; 
^ -f 其 它 o, 

其 中 1 > 0 为 待定 常数 ， 这 样 ， 

I paldw| 2 lg Yrer, 
了 ` A, 


Won, = (2 log (d, 一 A,)/A,)2, 则 有 
f paldwl 21, Vreér,. (8.7) 


由 定理 49, 
M(B,) = 2=JA(T,) < 2 - m, CB.) 


xa m lEn) nti dog D = A 


d,— A,Y 
<r (ig 9 . 
由 此 推出 M (B,) — 0(a — co), 3X5 (8.6) AFA. 这 就 证 明了 
f 要 么 是 常数 要 么 是 同 胚 . 
现在 进行 第 二 步 证 明 :假定 1 是 一 个 同 胚 , 证 明 它 必 为 大-q.c. 


TE 


观 时 ,这 一 证 明 主要 基 圭 问 边 形 模 的 志 续 性 。 
任意 取 定 一 个 拓扑 四 边 形 0,0 CD. x Qi mo pie 
É Ons n=l, 2,…-， 使 得 2。 MARMAT Q. B-A AT fa 
在 五 一 致 收效 于 t, 所 以 对 于 任意 固定 的 m, 都 可 以 找到 一 个 整 政 
zm 使 得 f, CO, C CO), HAEG fon On) 的 顶点 到 9m) 的 对 
AMAER <1/m, 而 且 f, ( 9.) 的 边界 上 每 一 点 到 COL) 的 下 
H <la, BE HAMAT KQ), FERH f, (0. 从 
AEAF ICO). 由 和 的 K 氢 共 形 性 有 
M(J..(9,)) < KM(9.). 
4 m — oo, 由 定理 48 即 推出 M (COD) < KMO). EXER. 


$9 袖 共 形 驳 射 的 分 析 性 质 


91 线段 上 的 雹 对 连续 性 


XXL UE d 是 定义 在 区 域 D 内 的 复 值 连续 函 教 . 如 果 对 
TER ^58 R= (z + yia Lr < bey c A,RCD, RR 
Bil + iy) SOUPBSURIU z € (a, b) XE » DAK ERAR, T 
几乎 所 有 的 ye (c, 4), f(x + iy) 是 x 的 绝对 连续 函数 , 则 我 们 
É f IX EE D N #R Ek LATHE (absolutely continuous oo lines), 
简称 为 了 具有 A.C. L. 人 性质 。 

这 里 在 区 同上 定义 的 复 值 函 蚊 的 绝对 连续 性 是 者 它 的 实 部 与 
庶 部 都 是 绝对 连续 的 。 也 可 以 按照 下 面 的 方式 直接 定义 : Hp 
是 定义 在 (a, 2) EGO RE ERI EU EE paj e > 0， 都 存在 
520, 使 得 (4, 0) 中 任意 有 穷 多 个 互 不 重 本 前 小 区 何 (hs 02, 
k-1,2,:, 都 有 
Peu 一 e0DI «s, RE Blá — 1 <a. 


kol 

AKARE RAER (zl 在 a) 上 绝对 连续 的 充 要 
条 件 是 P 在 (sa, b) AUPE ABEER z 与 y€ (a, b) 
都 有 


mE 


[ste - o6 — p0). 


定理 91 iks = JU) ERRED EGSHISERRI, RI FEED 
内 具有 A. C. L. 性 质 ， 

证 ， 设 了 是 天 -q.e ES, R= (r ye < z < bi ey 
是 上 D 内 任意 一 个 矩形 , RCD. T X—ftk. 我 们 假定 (R) 是 有 
Xd, d 

go) — mR), 

fh R, = {a + yita < x bie < y < I) mR) ER TCR) 
HER. TA, (D 是 递增 函数 ， 所 以 ， 以 9] ELARA 1€ 
Ce, 4) RESTER, VE (n) 存在 , n6 Co, 2). RIT IEUEBR f(x + 
it) 在 区 间 (a, 0) 上 绝对 连续 . 

BK? > 0, 使 得 w + a<a4. TTE (a, >) PESCE HIR 
互 不 重要 的 小 区 闻 (eh, x. k5 i, 2... n. f RØ = [r + 
yil < x < zj < y < x+ PSEPUR CICER UE DT 
m. kij, 

MRP) 一 《mW 一 x17, 1 n. 
HAPET RP BE Ls 2 MAREA) 所 对 应 的 fOUP) 
的 两 边 之 问 的 工 离 ， 这 时 ,由 Regd 不 等 式 有 

MUR) 2 G'Py /mC RE)), 
XH. BI TK UEM RTA 
dy yrk pa 
A S T en 
对 大 求 和 即 有 


LGPY CE Xu 
Eze» aL Ue 


由 Schwarz RER, 
(D) < X EE Y ngay. 


NT £ RD) £2 
因此 ， 


e45 


Earp) 07 


k= 


注意 到 D nGUSP)) S gis + 8) — BU), 我 们 又 得 


EE 


(zi) «x etna) PILLE 


命 9 0, HERRERA 
(Sci € 9 — fat i) < k'u) Dlg — à. 


这 表明 fr + in) # (a, b) 上 是 绝对 连续 的 . 

完全 类 似 地 可 以 证 明 f(x + iy) 对 于 几乎 所 有 的 ze (a, b) 
key # (c, 4) 上 的 绝对 连续 函数 . 因此 , f 在 D 内 具有 A. C.L. 
性 质 ， 证 毕 , 

由 这 个 定理 立刻 推出 

定理 9.2 拟 共 形 映射 几乎 处 处 存在 偏 导 数 . 


92 可 微 性 


氢 共 形 映 射 作为 实 变量 的 二 元 苑 数 , 不 仅 几 乎 处 处 有 偏 导 数 ， 
ifi B JUS. SEXE HIE. 

事实 上 ,任何 一 个 几乎 处 处 有 偏 导数 的 同 胚 ,都 必定 几乎 处 处 
可 艇 ， 这 个 定理 最 早 是 由 Menchoff*? 证 明 的 ” 

引 理 91 车 f 是 区 域 D 到 pD' 的 同 有 耳 ， 且 在 疙 内 几乎 处 处 有 
偏 导数 户 与 应, W) f 在 口内 几乎 处 处 可 徽 . 

证 ， 为 方便 起 见 , 不 妨 假 定 六 是 一 个 矩形 : 

Deízr-ciyuacrebecy-d). 


1) Menchatt (1g BB) USE EC BUR EI BAE. 陈 怀 元 的 工作 [26] 对 
Menchott. 的 定理 作 了 进一步 推广 ， 


46。 


gala) = sup 


ocra} 


EDE OR] 


kG) ~ =p, jete) po | 
显然 ,对 于 几乎 所 有 的 eeD, pi) >0 la> w) H Ala) -0 
(>o). 根据 Egoroff 定理 ， 存 在 一 个 可 测 集 ECD, 使 得 


呈 一 三 的 测度 小 于 给 定 的 正 数 ,而 当 ” oo 时 ， 


60) 7S0, a) 0 vec 
由 此 推出 , 当 实 变量 + 及: Ru ni, ` 


您 十 0 一 1 py, VzeE; (9.0) 


fici I0 f. p), Vie E, (9.2) 


显 热 ,我 们 只 须 证 明 上 在 呈 中 几乎 处 处 可 微 就 够 了 . 
设 X(z) 是 集合 的 特征 函数 .又 设 m (r+ iya < x < 
b). HEJETT RA EN, 对 于 几乎 所 有 的 ye led) 是 
一 维 可 测 集 、 设 ENis, 是 一 维 可 测 的 ,那么 函数 
F()- f Kla + iya)do 


是 绝对 连续 的 ， 因 此 、 对 几乎 所 有 的 se (a, b), F'G) = XG + 
iy). 这 也 就 是 说 ,对 于 几乎 所 有 的 EDU EA (+ iy £ 
F'G) 一 1, 或 者 说 染 合 在 EN!;。 上 的 几乎 所 有 点 处 沿 水 平方 
向 的 线 密度 为 1， 而 这 样 的 x 又 是 几乎 处 处 的 ， 所 以 我 们 可 以 断 
言 , 集 合 巨 在 几乎 所 有 的 点 处 沿 水 平方 向 的 线 密度 为 1. 同样 可 以 
说 明 集合 B 在 几乎 所 有 的 点 处 沿 垂直 方向 的 线 密 度 为 【, DR OL E 
合 互 在 几乎 所 有 的 点 处 沿 水 平 与 垂直 两 个 方向 线 密度 都 是 !。 W 
ze = za + ip 是 这 样 的 点 。 我 们 下 边 证 明 脆 射 了 在 x AR 
由 (9.1) 与 (9.2) 式 中 收 分 的 一 致 性 可 知 ， fa 与 jy E R hE 


(9h 


#. W e 是 任意 给 定 的 王 数 ， 那么 ,存在 一 个 数 3, > 0. 使 得 
LG + z) hll < e, 只 要 |z{ < Aun + z 6 E; 
fn z) pOJ < s, 要 |s| < 8,,z + z€ E. 

另 一 方面 , ‘9.1) 5 (9.2) 式 中 收 和 化 钓 一 致 性 又 告诉 我 们 ， 对 于 上 
jË z > 0, FE à, > 0 4838. 


fet) fe) po <s, RS < B. z€ E; 


[fta — 2)— Ko gs 


| ; < e, 只 要 |t| < nre E. 


LE BIR a 一 mina(a,//`2 ,a,), UR 
其 mm +; + iD — (za) — f2 09s — FG 
< (za + š + íz) — f(ze + £) — fi) 
+ {let s) — f — f Cadet 
< Ul s + ie) — fn + s) — Ë (zo + syz] 
+ |# (za + s) — (za) | || + [fü + s) 
— f(|) — fs (za): < 3eCur] + |) 
REl! <38, |e] < B,za *+ c€ E, (9.3) 
显然 , 当 m + ire 下 时 上 式 同 样 成 立 , 只 要 |s| <a, pe < 8. 为 
TEHE z ACTI, 只 要 证 朋 上 式 对 于 一 切 的 充分 小 的 与 上 
ARLI RAWH, UHRA r t ie E R s; + r€ ENR 
f. FARA f ËO FII EE K 8 ó E 在 zo 处 水 平 与 垂直 凋 个 方向 线 
FEH 1 的 条 短 证 明 这 一 点 ， 
di m(:) ERA Enn — sm + s) B9 SERERE LED 


mls) = f Xle + z + ip)do, > 0, 
» 


Bhs m2: 1G — +0). ERIS, ATERSE s > 0, 存 
#— ša, > 0 使 得 
2 十 


m( r) > w RE 0i < x, (9.4) 


由 此 推出 
P 


EN REUS CC 


En(s + uy ntig, REOL: <i (951 
8 F, tn J AME 


， 
nU See. 


33 (9.4) PB. 

(9.5) 式 告 拆 我 们 ， 只 要 0 之 + 之 i 就 可 以 找到 一 个 E: si 
(l + e) < E, < ;, iR >, + E, é E. # (9.5) ARAC + e): f 
REDE MA bU + e) 代 其 中 的 o KTE, FE 
Bis LEAL HE), 使 得 a + BScE. 

RIEERUSIYCGEJHT. + 是 负 的 情况 ;也 运用 于 参数 

为 讨论 方便 起 见 ,我 们 只 考虑 F i+ 4s 之 0 > 0, ZF 
:或 :是 负 值 的 捕 达 完全 类 似 . 上 边 的 讨论 表明 当 |* i| < lal 
(1 + e) FE, fF ES [NF PA zt fo zt i, z + mo tot im E 
(ERT E, BW E F2J2 pr: 


—— «Beech, (9.6) 
lte 
-i <a << wx X s (9.7) 
lcs 


对 于 每 个 点 r + roe r, RITTER 
R = [z + iyi tE < x < =a Bin m < y < n + mb. 

EFRR, RUUT! — Ska EE KLEE, 其 中 < 是 任意 常 
#. BR. Ce R Ff, 

1G) — 198) — F (za); — f Gal 

< gas OD — Kay) — fr — iG. 
Meu M E = nci + iz € R Wi Fir Š iai 
[C + s + it) — Ka) — Uns — f GE 
< pax KE) — (aa) — fi — iC 


= Hea + Ë + iñ) — KG) — P Gs — Ga) 
x lf(z + Š + ig) — (aa) — fa (za)Ë — Fled 


. 49. 


EARED + SC DORT |+ 18— 4, (9.8) 
Ahat Pd GRE GR. VUES B HE 3 < 3, IB 2 是 19.3) 中 
的 ,那么 (9.33 中 将 ¿O 分别 换 成 所 有 依然 成 立 , 也 即 

Iaa + E + iñ) — Kao) — É COE — fizo)i| 
s 3eCIE| + lal). 
注意 到 (9.6) 及 (9.2), 我 们 又 有 
HG + Ë + ig) — f) — d (0€ — (41 
SIU H ees irn). 


i ea- Las ib 


< hle + pp. 
这 样 ,由 (9.8) 式 即 锥 出 ,只 要 |s| 与 1 充分 小 ， 
Hz se i) — Hn) — fa eads — (ay: 
< (1 + s) + 2I GE + 215) Jell + ||). 
RAH f 作为 二 元 实 变 量 函数 是 可 沼 的 .证 毕 . 
ERII 拟 共 形 映射 作为 二 元 实 点 县 联 数 是 几乎 处 处 可 微 


93 广义 导数 


TRUE RURGULS SERERE PE, MERE r, 广义 导数 ， 
2221. 

广义 导数 育 洗 多 等 价 的 定义 ,我 们 这 里 采用 下 面 的 定义 . 

定义 9%2 iki, gh EXC HE DIN = 4 EN z 5 a 
DAL, RETIR, p 2 1， 若 存在 一 个 函数 序列 eC, 4 一 1， 
2,-.., ÉEDIBPAI— kay f. E (J): 与 GL); 局 部 依 工 ,的 
荡 数 分 别 收 级 于 与 如 则 称 & 与 分 别 是 1 对 x 与 y 的 工 , 广 入 
AFR FWA f 5f. 

由 于 eC 内 闭 一 致 收 化 于 f, 所 以 函数 地 有 广义 导数 的 必 
图 条 和 任 是 它 左 口 NES. 开 什 我 们 还 会 进一步 看 到 , 了 ALS 
偏 导数 则 几乎 处 处 有 经 典 的 偏 寻 数 ,这 些 仿 导数 局 部 p 方 可 也 ,但 


(505 


m MESS 


是 反 过 来 不 对 。 为 了 使 得 几乎 处 处 有 经 典 导 执 的 函数 具有 广义 导 
数 ,还 须要 求 了 只 有 A. C. L. ER. 
8/992 f ZDEDARAHA. C. L. HH, Bt sat f; 
Af, ESL, BRI NE FER LQITXASE. 反之 亦 然 。 
X. 设 f EDAR A C.L. 性 质 ， 我 们 先 证 明 对 于 这 样 的 
函数 可 以 应 用 Green AR. 
EDBIERB—TUER-Gyia <r <i <y <), 
RCD. t fB A.C. L. ERRI 


Na + ic) — Ke id) m [G + iss aawe Ca, D). 
两 边 再 对 x my, 

r (fx + ie) 一 Kx 十 和 1ar = f m f Bla + iy)ay, 
EREI at 


一 j. f(x + iyMz, 


FHN EL f HDB? HIREL Fubini ZATA, ESF f, 
EHERECHERH. MA: BAA 


fuerim = — [|o nonis. (9.3) 
" J 
同样 可 以 证 明 ， 

ja 1 + may m [nes 020 


现在 我 们 进一步 证 明了 具有 LOIOXBSK. à 249 一 
reem fir (le 一 (yy. 3$ |z] < lja Ef; Q.e) — 0, 3 
1z| > 112 35,3Erh A, 是 常数 ,使 得 

ff d. (dad y — 1, 
# fs E EXT O, 的 郑 积 , 即 
f = Fito — Disi, to Ein. 


"ETE 


IR, Lec“, H 
3 oy - Ute Eala Ds 
áo = fiim fac ni 


-= EETA 
fpe áp ole Data. (D 


现在 仍然 考虑 上 述 任意 取 定 的 矩形 R, SUBTEIR—THEEKTE 
JE R= [z iya —8 <r< b+5;e—B8<y<¿2 +a, É 
中 6 > 0 RIS 2 RRCD. 

当 我 们 把 点 = 限制 在 下 为 时 ,那么 只 要 当 s > 1/2 时 Q(x 一 
D)-0,*tT—WULreOR, gi, KQ. —D FUH ER 
A.C. L. 狂 质 ,因而 可 以 应 用 Green 公式 ， 注 意 到 当 n> 0/4 
Kx 0838 OR, HF RAER LEA Green 公式 即 得 


[f [ro # 0-0 EIORG T D] i = 0 
A 


(n> 1/8, s€ R). 
这 样 ,再 由 (9.11) 又 得 


Z no = fi eoe — Dia. 


由 的 局 部 L, TEER EREMIE 
Id — Ela 0 Co — 99). 
HETE 
lO. — Pleym — 0 (a> 99). 
由 于 了 是 连续 的 (这 一 点 包 全 在 A.C. L. 定义 之 中 )， 所 以 它 
WER A 内 闭 一 至 收 敦 于 它 . 
这 样 ,我 们 证 明了 +f 有 工 , 广义 优 导 数 ， 并 且 广 义 偏 导数 就 是 
它 匆 经典 偏 导数 . 
反 过 来 ,我 们 假定 + ELT LIM, BER PUR A.C. L. 
性 质 ,并 且 其 经 典 偏 导数 记 5 É, 局 部 HIR. 
i& I.e C: ED BARI BORECT P, B. (3; 与 (152 BEDE 
L, 6803y9 rik F € 与 a, c z 5 AXE i DIN EU SASH 
a $2- 


在 站 中 任意 取 一 个 矩形 R — z + iya < x < bie <y<dy, 
BCD, HBAR Gea 公式 有 


[, feo -Íj 5 


fix + iy)drdy. 


Feto Br 


Í Ka+ ina = — (f Mo + iy)drdy. 


à 


E Fubini ZERIT ER RAE RAO ZR. ERG 我 们 有 
f [Kz + ie) — I + id}ldz = — [az , hla + iy)dy. 
ETFATARHT Dh —DEAB s uz E. 
n (fr ie) — fr iq)de — — f 了 ha + iy My. 


Ah £e (as b), n€ (e, d) AERE. 

在 (es d) 中 取 一 个 稠密 的 点 殉 lmi 对 于 每 个 国定 的 9。， 
一 定 存在 一 个 集合 ECC, b), 其 测度 为 6 一 a, ERM £ E. 
m, 

KEE mo) — Ge ie) m |" AE + nis. 


dE E 那么 的 测 变 也 是 一 4, 而 对 -- 切 = 都 有 


KE + ina) Ke+ ir) = (à m itp. WEE E, 
AF (a) fE (e, D LRE MAH ERTEKET EAN xe 
"T 

KEE in) — G+ ie) = (Re inis VERE, 
这 表明 f 对 乒 平 所 有 的 5e (a, D) 是 1 ISTE 9 3 8. 

同音 可 证 了 对 几 平时 有 的 ne Cos d) 是 的 钨 对 连续 函数 . 
因此 , F RUE AL C. 工 .性质 。 另 外 ,从 上 述 证 明 中 。 不 难看 出 几乎 
处 处 有 此 m e, f, h REER 

我 们 已 经 知道 拟 共 形 瞻 身 具 奇 A.C. L. 人 性质。 Ait TIEM 
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拟 共 形 映射 其 有 上; 广义 导数 , 我 们 只 须 证 明 其 偏 导数 局 部 平方 可 
积 就 够 了 ， 为 此 我 们 先 证 明 下 述 定理 : 
定理 9.4 # 了 在 区 域 口内 是 &-4.<. 映 射 , 则 其 偏 导数 在 局 内 
几乎 处 处 满足 下 列 不 等 式 
[8. f] + |8,fG| < KCI,GO1 — 104 £C D). (9-12) 
证 因为 了 是 几乎 处 处 可 笋 的 ， 所 以 只 要 证 明 在 其 可 向 点 处 
的 偏 导 数 满足 这 个 不 等 式 即 可 ， 设 fes € D SIR, 即 当 z-— z 
时 ， 
FG = flzo) + 0. GC — zo) 
+ Ə,J(z.)(# — x) + o( |z — zal). 
因为 变换 cfs 十 e" (m 一 2)) 30k 3836 kk ERI Em E 4 
的 选取 与 7 总 可 以 使 形式 向 商都 变 成 非 负 实 数 ， 所 以 不 失 一 般 
性 ,我 们 可 以 假定 Palro) > 0, Ə,f(za) 2 0. 在 这 样 的 假定 下 ,上 
述 展开 式 可 以 写成 
f) — Í(z|) = CI, lz) + 18,9) DG — z) 
+ iC, — 194C)01 (y — y) 
+ o(|z— zl) (z— z) (9.13) 
取 正 方形 Ra = (z+ iyilr — | < 8;|y — xl < 81 并 考虑 其 
f ION). PUE R, 的 水 平 边 及 Ra) 相应 的 边 分 别 为 这 两 
个 四 边 形 的 第 一 组 对 边 。 这 时 ,由 S 的 KK 拟 共 形 性 有 
M(fKR,)) < KM(R,) = K. (9.14) 
Bi (9.13) 可 以 看 出 ， TCR). 的 第 二 组 对 边 之 间 的 距离 为 
28C|8,fCe))| H afl) + o(8), fd fCRU) 的 面积 为 
48(|0,f(z0) 0 — 1Ə,f(za) i?) + ola). 
这 样 ,由 Rengel KERA 


LBK) + (BA) e eO. < ric y), 20, 


1 大 zo)| — 183i e| + oC1) 


再 由 (9.14) 式 即 得 
aKa) + (Bakr + ol) Cg. 8—0, (945) 
18,f(za)| 一 194/22 | + o(1) ` 


MIAN) > 10,4 C) [E 2f (9.15) 式 到 极限 即 有 (9.12) R. 
而 当 18f(z)1~184(2o)1 时 , 则 必定 有 16s(20)| 一 18f(20)1 一 0， 
因为 否则 (9.15) 式 分 子 极限 不 为 零 而 分 全 极限 为 零 ,《9.15) 式 的 
左 山 将 趋 于 无 穷 ,矛盾 ， |8,J(z1 = 184J(z)| 一 0 时 ,(9.12) 式 
自然 成 立 ， 定 理 证 毕 . 

现在 , 由 不 等 式 (9.12) 推出 拟 共 形 映 射 的 偏 导 数 局 部 平方 可 
积 ， 这 要 借助 于 集 函 数 的 知识 . 

设 F(a) EPH Bored fo 的 一 个 非 负 完全 可 加 集 函 数 ， 即 


Flo) 20 (所 有 Bored $o) E F(UJ o) = D Fo 只 要 


Bord R No — à, Virj. RIMEN F(a) 在 一 点 zx 是 
可 微 的 ,如 果 极 限 
F'(za) — lim F(R)/m(R) 


存在 ， 这 里 尺 是 一 切 包 含 1 的 正方 形 、m(R) den RITE, X 
于 集 函 数 的 一 般 理论 告诉 我 们 , 非 负 完全 可 加 集 男 数 Fo) 如 果 
几乎 处 处 有 导数 F a), 则 对 任意 一 个 Bored 集合 c, 成 立 不 等 式 

lI F'GOdzdy < mla), (9.16) 


mlo) RF o MAUR. 

EE-MURERM f:D 一 D' BS T—4 fam nn 
RER FU) 一 m((e (D). 很 容易 根据 (9.13) 式 推出 ,在 f 的 
TRA za 处 P) 有 导数 ,并 且 FG) m [GI ID, GI 
Mao). AA TARER, BIL PC) 几乎 处 处 可 由 且 

F = HG) Caa.2€D). 
根据 (9.16) 式 ,对 于 任意 一 个 矩形 R, RCD, 都 有 
[| ast < ciam. (8.12) 


R 


另 一 方面 ,由 (9.12) 58, CIO I + LOVAY < Kh. 所 以 ， 
J| cian + oi dady muon. 
: 


"ETE 


ERHI 1*5 Lf, l ERE (18,| + 18 |), 上 式 即 表 明 # 的 
偏 导数 局 部 平方 可 积 。 这 样 , 我 们 证 明了 
定理 9.5 拟 共 形 映射 上 共有 工 ; 广义 偏 导数 . 


9.4 绝对 连续 性 


前 面 我 们 从 OIN 式 看 到 拟 共 形 映射 的 Jacobi FAR J 的 
积分 不 友 过 集合 a 的 像 的 测度 .我 们 自然 就 会 问 一 个 问题 : 对 于 
拟 共 形 了 映射 而 言 。(9.17) 式 是 否 总 成 立 等 号 呢 9 回答 是 肯定 的 . 
这 就 路 及 到 集 函数 Fa) = mlflaniD)) 的 绝对 连续 性 问题 

我 们 称 一 个 非 负 完全 可 加 集 隙 数 F(a) 是 绝对 连续 的 , 如 果 
对 于 任意 的 6 > 0 部 存在 一 个 数 a > 0， 使 得 所 要 mo) < 8 则 
F(a) < s. 我 们 称 一 个 映射 J:D 一 D' 是 绝对 连续 的 , 如 果 它 诱 
导 的 集 函 数 Fla) 一 mCND 是 抱 对 连续 的 . 

一 般 说 来 , 一 个 非 负 完全 可 加 集 函 数 F(a) 是 绝对 连续 的 充 
要 条 件 是 F'(z) 几乎 处 处 存在 ,并 且 对 任意 的 Borel Woa 有 


| | F'la)dzdy = mla), 


因此 ,为 了 证 明 拟 共 形 映 射 是 绝对 连续 的 ,只 须 证 明 对 于 任意 一 个 
Bored # aC Du 
ff iinas = metad). (918) 


Gf, SUIRADETHRCUSIE R, RCD, 证 明 上 式 成 立 也 就 足够 
了 . 
设 是 D 上 的 拟 共 形 映射 。 由 定理 9.5 可 知 存在 fe Ct 使 得 
f AERE AERE RRCD) L-R BH n co kt 
aa. oper o, fista — oue >o. 


G Ei 


由 此 推测 , 当 oce eo Pf, 
[jos — 10st. tray — || Jamiy, 


PIE 


AAE ERER fe i + ion 使 用 Green 公式 有 
fua tea fio — (Osal ddy, (9.19) 


现在 我 们 进一步 假定 在 民 的 四 条 边 上 作为 一 元 实 变量 汉 数 是 纺 
天 连续 的 ,并 设 fS utir, Kh, 
f. udo, 一 INT - f. (a, — ude + L. madle, — o). 
由 于 如 在 R ERKAT BIOL EUG UR o EST SEU 
第 二 项 积分 
f "PEST 
" 


< malo — val | dual. (9.20) 
aR aR 

tn 在 页 上 一 致 收 多 于 x， 而 ”作为 R 上 的 一 元 区 数量 编 对 连续 
Mi w, ZE BR 上 的 全 变 差 是 有 界 的 ， 因 此 ， 由 (9.20) 式 立即 扒 
出 


fpe tele) >O Gm). 
这 样 ,我 们 证 明了 
M auda, 一 | udv (a — eo), 
对 (9.19) 式 取 极 限 即 得 
f” 一 ff Jdrdy, 


Er 
f nass = ncm. Gan 
这 等 式 成 立 的 条 件 是 要 求 / 在 OR 495 
连续 的 ， 丘 千 了 在 五 肉 具有 4. 0. L. 性质， 所 以 这 个 附加 要 求 自 
然 满足 ， 医 此 (9.31) RYT EREE RRD) 都 或 立 。 我 们 证 
明了 

XHe6 KUOALHXT ANERIEERS. 


a 524 


Habl WDR aH WIS obse mp 

证 . RIBDENRCEES. XU CD 是 任意 一 个 及 测 
集 。 则 存在 一 个 Bord ZUR ICD 使 得 Cs. 而 由 《9.18) 可 
X. 


mite) = || asiy = 0. 


(8 fKCe)C(a), Bil AN) = 0, TERR. 
Wi RIDD EMAER, MU ;的 Jacobi 行列 式 
PEDRU it tPS. 
E. &E=1lzeD:h() — 0. ME E PRE 3 HA 
mute = {aay = o. 


另 一 方面 ,六 RSUCUOEIS ME ICE) 变 成 E, ATI ICE) fe 
FR IDA Pfeile 1 可知 5 BERNA, ER. 
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俯 上 节 的 整个 讨论 中 可 以 看 出 ， 拟 共 形 映射 有 两 名 基本 的 分 
HE: —E A. C.L. 性 质 ， 一 是 其 偏 导数 在 定义 域内 儿 乎 处 处 
满足 不 等 式 : 


184] + |Ə,f| < KUO — 194. (10.1) 
Home JR aB Rp XA fE f. dcin E BJ RE EP ERAS 
FX BS eb UPSI: D DOULEUR S. 


定理 16.1 3 73D D KAE. Rf X K-q.c 映射 
的 充 要 条 件 是 : G) EDARRA. CL. EISE. G) EDA 
Jb ski IE (10.1), ` . 

正 ， 上 节 已 经 证 明了 这 两 个 条 件 的 必要 性 ， 下 面 只 须 证 明 其 
充分 任 ， 为 此 ， 我 们 在 内 性 意 肥 一 个 丘 扩 四边 形 Olas 2 2 
2), DCD. $ Ç= KO). v = f), jm 2,3, 5. RE 


ETE 


RNR EER 
MQ'Gei, tos r, m) < KM UOC, 2, Za, n)) 

也 就 是 够 了 . 

设 转 与 分 别 是 把 QU m za t). 与 D Gs wr, twas e) 
WE HOSAEEÉR (0, 2,277 1,2) Es RC, 2, 4 tii) 的 标准 共 
形 映射 ,其 中 a = MOD, 2 = MiO) 那么 复合 睦 射 pof" 
EEK RER BEES. 

外 《9.3 的 讨论 可 以 看 出 条 件 G) S GO RETER f P. 有 
L XAFRA EESSI 中 很 定 了 了 的 六 拟 共 形 性 , 但 是 实际 
上 只 用 到 了 条 性 G) 与 (3)). 根 泌 广义 导数 的 定义 不 难 直 接 验 证 
defop WA LT ARS. BERUA 

S.Cpofop 7!) = die) Bf Y, } 
alpoj 一 由 (wo Of (Y. 
其 中 e = fep (), 2— e (Q). + g m eleg, 那么， 由 条 
件 G) É (10.2) 有 
lel + 10gg]  KCI8;gl — 182213, zat e R. 
在 $9.4 中 我 们 实际 上 已 经 证 明了 具有 工 J” X GRRE RED AE EE 
关于 二 淮 测 度 绝 对 连续 的 。 因 此 , 可 以 用 8 的 Jacobi 行列 式 污 算 
像 集合 的 测度 : 
« = so) = (| Lisin rm tin. 


(10.2) 


z, 
JE) = [Bel — larg l >+ (Bel + gl? 
2l lOcg + Bg: — L |a, l. 
K K 
因此 ,应 用 Fukini 定理 及 Schwarz 不 等 式 ， 


“> (fis a) 


(10.3) 


EE 


LRA L 广义 导数 得 含 着 8 R A.C. L. 性 质 . 因此 ,对 于 几乎 所 
AW aE 1), 我 们 有 


[aet + iat = ti) — aoi 


也 即 . 
|a + ime | > z. 

将 此 不 等 式 代 人 【10.3) 即 得 a^ > (a P/K, tbla =< Ka, Ft: 
推出 MOCQ)) SKM). ESE, 

这 个 定理 实际 上 给 出 了 拟 共 形 映射 的 一 个 分 析 定义 、 它 与 几 
何 定 义 等 价 . 

我 们 应 当 指出 去掉/ ROB A.C. L. 性 质 这 一 条 件 , 只 要 求 它 
几乎 处 处 有 偏 导数 (甚至 可 徽 ), 并 且 满 足 不 等 式 (10.1), 这 不 能 保 
证 了 是 拟 共 形 的 .很 客 易 举 出 这 种 例子 . 


10.2 氢 共 形 喘 射 作为 Beltrami HEH NAEM 


我 们 已 经 看 到 C 类 拟 共 形 映射 是 Belrrami 方程 的 经 典 同 旺 
解 . 现在 进一步 说 明 一 般 的 拟 共 形 映 射 总 是 某 个 Beltrami 方程 
的 已 广义 同 胚 解 ,反之 亦 然 。 

设 了 是 区 域 品 上 的 一 个 天 -q.c: IM. BEE 9.6 的 推论 2 知 
道 ,在 刀 内 几乎 处 处 有 

J= fo lf > 0. 

这 殖 含 着 在 刀 内 几乎 处 处 19. 群 > 0.、 因 此 ,函数 m n 0.1/8. 
在 也 内 除去 一 个 需 测 集 之 外 处 处 有 定义 . 

定义 10.1 若 f 是 一 个 拨 共 形 映射 ， 则 称 py — 0,10. 是 它 
的 复 特征 ,并 且 称 


L a ap [O01 + IA 
KUI = sP Tafi — Jail 


E EREDUSRD ARRAIA R. 
E EXEDUSD ER K-q.c. Weit It RA 
KU] SK, la| < (K DG +1). 


fir ulo) = pila), o = dC) be RE FB: Beltrami 方程 
8,» = plab, l| < k =< 1 (10.4) 

ff—^ LI AER, rh k = (K — DIOC 1). 也 就 是 说 ， 
wa fi) 是 一 个 具有 LI X se, K SIR CLP ME 
BEA ke (10.4). 

KAR Æ o 100 R (104) 的 一 个 LJ X RIEERE, BB Z 
1 具有 A4.C.L. 性 质 , 且 

18,17]8.fl < k< 1, 
+m 
laati + 184 < HER OA — 1040. 


1— 
FTE Ek. itt, Bili T 

定理 10.2 DOR D EAR 63 I EHEHE HIRERE 
RCERE Beltrami (10.4) 的 L, P SCIRIESSE, 

* * * * 

EL YENLECUML E EIPUU ER duos Eti 5 Ro HUE X 
HERRER M A. Laucayev Het 28 ti X. GRELE 
了 上 给 定 了 一 个 有 界 可 测 函 数 K)>1, FE P002) Ie ETUR s 

. 00), PETI E, (o, 0, s) 表示 平面 上 以 * RAEO TAR, KEFA 
D DREAS or, 长 半 轴 与 实 轴 正 阿 的 夹 集 为 “， 如 果 IAD D° ROF] 
是 , 且 在 D 内 包 乎 所 有 的 点 都 有 

de, Den [I — PEEN E EB Qn AC O o, 

r-e mn{ [C8 — e)l :E € E, Co, 600,6] 
别称 f 为 以 eG) 与 8L*) APERAR B St , HEERA c IE HOS 
VOR ERED p S 0 ËD E3T I PRE k i E. KRE Ke) 一 和 的 点 ， 
e TARAR. 

注 2: BAWOR AREE, 拟 共 形 映射 的 线段 上 的 
ze k Ek ZH K. Su=bel 在 1955 年 证 明 的 “"!。 本 书 中 的 证 明 方法 是 A. 
Pélage" FE 1959 fE EA ABO. 

XCT UA RCCAE II te 2, Tp AA ELE H Yujcbe xk 1956 8E ñ in fO. 
1957 年 Ber"! 把 满足 Bzluami 7j FER) L: JU SCEIBERE A fF ERE ERDA 
HEL fm, Puget Rx Rf 1, 可 以 网 成 ,1959 年 Gehring 与 
Lebat PENARE LURRE A BREK EREA 1.0). 
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第 三 章 ” 拟 共 形 映射 的 存在 性 定理 


具有 给 定 复 特征 的 拟 共 形 驳 射 的 存在 性 问题 是 拟 共 形 映射 理 
论 中 基本 区 题 之 一 ， 本 章 的 主要 目的 是 讨论 这 个 问题 此外， 我 
们 还 将 在 此 基础 之 上 ;给 出 拟 共 形 映射 的 表示 定理 及 相似 原理 .这 
些 定理 在 今后 的 讨论 中 都 是 十 分 基本 的 . 


$11 两 个 积分 算 子 


HJ $8433 TG» 


设 。 在 复 平面 上 有 定义 ,具有 紧 致 的 支 集 , 并 且 p 方 可 积 ,p> 
2. 我 们 引进 算 子 


= f(e) =: +: 
Tla) (gaa, c itoa OLD 


有 了 时 为 了 强调 TUO) 在 某 点 = 处 的 值 , 我 们 也 把 TU) SR 
Tale). 

KARAAT EF- RIUHOS SPE TE AE EOS 
主要 工具 ， 现 在 我 们 讨论 算 子 To) 的 一 些 性 质 . 

IRI Roc Lp 2 BB Cile <r} ZIA. 
M To GO) EEPE LEEREI ANIR 

(Tala) | < Milles q12) 

其 中 M, GRE e 与 i 

证 ， 对 于 任意 一 点 z€ C, 我 们 有 

reci < date ( [| i tenen? 
P 


Etam pile l). BT p> 2 所 以 ?天 2 并 有 


462 。 


i i 
— actis Y < (20) ny 
(J: sa) < (Ë) «0n 
这 里 a — (F — 2)/ p. EE. 

3HBIL2 设 a LC), 0 2, 则 Tol) 是 复 下 面 上 的 
Halder EAER BE Halder 指数 等 于 《p — De JER 

[To(2) — Tola) < Malin — sals (L3) 

Heus = (一 Dp, M, BARI T 的 常数 . 


证 .显然 有 
一 | — za) o)l 
Zala) 一 Tata)| < 1&5 [uot 
1 í didn y: 
<Ha aet, (a) qua) 


其 中 9 一 pitp — 1). 设 和 是 以 z 为 中 心 而 以 21e 一 e| 29 E 
WIE. XXE dr 9 — argiz — m), 即 有 
Í d£dn = L (f dEdn — 
klis allea m — xm? 2, EE en 
E, Esta RE— TUR ORT 9 的 常数 ,这 一 点 只 要 作 一 个 
变换 Co (¿2 即 可 奢 出 ， 设 此 常数 为 C。( 该 常数 只 依赖 于 4: 
也 即 只 依赖 于 p), 这 样 


习 一 方面 ,我 们 又 有 
í dEdg E - -a 
f oiar «emp rne 
< qna (116) 


29 一 2 
由 (11:4) Z (11.6) 即 推出 《11.3)。 证 毕 ， 
设 上 是 一 个 有 界 区 域 ,我 们 引 人 算 子 


Talo) 一 二 上 fi $8) 4a. 


PIE 


其 中 ae LADI p72.. 上述 两 个 引 理 告诉 我 们 算 子 Tolo) 是 
LAD) ZEI CC) 空间 的 一 个 线性 有 界 算 子 ,这 里 p > 2, a= 
{p 一 2)1p。 

最 后 ,我 们 还 要 涯 出 一 个 显而易见 的 事实 : Sac LAD), 其 
中 > 2, 这 时 Tp(w) PTE S ft38 MR Tool) 在 口外 全 纯 , 且 有 


Tico(x) 一 o( i) FERT (11.8) 
请 读者 自己 完成 证 肯 。 
11.3 Pompei 公式 
设 刀 是 一 人 有 办 区 域 ， 其 边界 由 一 条 或 几 条 永 色光 滑 简单 闭 
ARAR CAT. A f ERARD LEARAAR. B 
么 ，Greea 公式 告诉 我 们 


ie oy -一 f Kle t iy)azay, 


6 


fr + yay = || fa + oia. 


Tert S AE a W: LA i 加 到 前 面 一 个 等 式 上 , 锋 得 到 Green 公 
式 的 复 形 式 


Gi Kada - BIOTZA (113) 
f D 
SES RUE AULA. 

fileji = —2i MENOT 01.10) 


这 里 所 有 线 积分 的 职 分 方向 都 是 澡 着 使 区 域 人 局 邦 落 在 左 刘 
的 司 转 方向 , 今后 不 再 声明 , 

设 so€ DL HABA A, = (z: |z 一 和 | et. M eR 
ACD. X. 我 们 对 十 济 数 iz)/(z 一 n) EZR D — A, 上 
应 用 Green AÈ (11.10) 就 有 


^64 n 


ag a, Lf Jas 


2d Jr a — m Iai Jos, 5 — zm, 
-ileQe)ee 
E 


注意 到 
a ( fa) 3.940), venia, 
并 令 6 — 0 21 E 85598 928 SÍ CDI, 
Ka) = i gm L [| E aay, aD 
Iwi df z — m XA OR— 
ATARE Pompidu 公式 . 
现在 我 们 把 这 个 公 趟 推广 到 具有 Lu > 2) P” LIENE 
RI. I 
XCIEBHIVBUEBARE 1 CELADI -= 有 buo > 2) 的 广义 
89. HA HE AEN G6 C ED EEBACT I 并 且 
Paata — Gili > 0 (n 0). ri) 
对 于 任意 一 点 2€ D, 我 们 有 
Lo) m dé Ë Lda if EO) La, — (quas) 


1 z— z Eo St 


g LAENI EPSE ERE LIR ESI T EP 
DNO ENEAS 11.1 BA 


|- E [| Saa < Laha — flegos 


(2 — x) 
£H CLL 12) EIEH, 5 n —00 了 时， 
jf Bsta gady > — 1 n 94 dedy, (1114) 


z — x * 一 
o J z= m 


E (11.13) X (11.14) 立 旭 锥 出 Pompeiu 公式 ， 这 时 公式 中 的 区 
AERE Lle 2) 广义 导数 :而 不 要 求 连续 可 委 。 
下 一 段 的 讨论 中 将 显露 出 Pempein 公式 的 作 月 。 


TES 


113 Hilbert 变换 


iwa cz, RH C? Sg: kO al Pk E £ i 5 mg 

数 所 纸 成 的 空间 。 uu 
Hio) o — L tí (Ë) ela eqo, 
了 用 ey 

并 称 之 为 uu 能 Hilheer 变换 显然 ， 这 个 积分 处 处 存在 。 亡 是 一 
个 通常 春 义 下 的 十 职 分 . 象 Tlo) 一 样 ,我 们 用 Hol) XR H) 
在 z 点 的 值 . 

现在 我 们 米 说 明 丰 Cauchy THE X S, 

Fa) 一 一 二 | BU yt 11.45) 
(o sats Edy M 


这 里 所 谓 Cauchy 和 


if Ll. 1 í e(t) í 
iet m J atm 
Cauchy EEES TURIARI ERU. 
AEUR (11.15) 式 。 应 用 Green 公式 ， 
L a 1 4t 
2xi Jit-u-5 £ — z mi en= à — = 


- 1 (( -as 
eaae (£ — z)" 
TORÉBULESLAOONIUNTABU RES, 于 是 我 们 有 
-i fj ;~ 
"aa ETEY 
这 意味 着 在 Caucby EAEN F, 
"m 
x (L — zy 


lim 二 十 d AD igda 
reaa EY 


PELIS e) (a) 
E F seline (U ay 

这 就 证 明了 (1L45) x, 

SE, SUB eH Hilterc 变换 Ha) 就 看 作 是 奇异 积分 
(LIS). 

Zygmund 与 Calderén 证 明了 ,对 于 任意 的 请 1 < p < o0 f 
在 一 个 只 交融 于 ?的 常数 AL, 使 得 

IG, < A,loll,, Va é cz, 

lk tA Kf c ESSI Z ygmund-Calderóa 不 等 式 的 二 靠 情形 ,其 
证 明 较 复杂 ,参见 1， N. Vekua 的 所 [85]. 

现在 我 们 着 手 把 算 于 Ho) 从 Cz 空 司 扩充 到 Lp 1) 空 
fH, deo REMARK LOC) 空间 中 的 一 点 ,1 < p < co, RZ 
存在 一 个 序列 we C? 使 得 e, — all, — 0 CH n — co). 由 
Zygmund-Calderón 不 等 式 ,我 们 有 

(Hoa) — H(a,)||, < Alla, 一 ol 
由 于 {ws} 是 也 ,空间 中 的 Cauchy 序列 , 所 以 上 式 表明 HG) 
EÈ L, 空间 中 的 Cauchy Pel. KRAB L, ZEZAN, 
此 序列 {9tw,)} 有 一 个 唯一 确定 的 极限 Q < L ,: 
IH(a,) — 2l, — 0 (n ~ eo). 

很 容易 证 实 ,9 只 依赖 于 o, 而 与 序列 o KAREA RIHO 
记 为 Be). EAR, € Cz 时 ,现在 定义 的 3 一 H(a) 与 过 去 定 
SES FC) 是 完全 一 致 的 这样 , 我 们 就 他 HO) FE SEI Cz 
空间 扩充 到 L, ZM. 

显然 ,扩充 后 的 算 子 HLw) fk khi RAT. 我们 用 A, 
ARITHA, R 

A= Ap VOD lol, d mp < %, 


那么 ,我 们 有 


d£d = Hia), 


IG), < Arles Yes Ly. (114) 


18^ 


11.4 TQ) GM 
docct. ROEN ToO e C BR 
BT als) — ofa), Tola) = Hola). 0117 
4 AO = Tala), ME 
-dm L ([ em nde 
ee ma 


€ 
2l j| (x — so) [ol&) — e(zO)] qe 


< dh G s£ s) 


-io || =- l jam. (11.18) 


LM [— zo’ 
m 
这 里 只 是 充分 大 的 正 数 ,而 mw( TEL LIE! < R) 外 为 零 . 
设 点 z 在 贺 (CL R) 之 内 对 于 函数 f— z B F 2 
CLI), 我 们 得 到 


sd jd _ 1 dšdn 
x ZQ Pas r z = 
注意 到 
d Hb ed db -o 
2ni Ju k — x 2m De —2x) ? 
则 有 
-l [í dE 
z L | e (11.19) 
ia 


38 (11.19) P A. (11.18) 奸 得 到 
sa — M) o — LOG) || eel qua, 


daa 0 — m) 
+ olal — A). Q120) 
fp R —> 并 对 (11.20) ABERI, BD 6 
ba — (= — l ( — s) [| ee) ue, 
° 了 [aam 
+ aln) — 2). (11.21) 


Tm 


Br, z — s hf, 
Ala) — Alzo) = Ha(za)( z — za) + azoa — Fa) 
+ o(|z — zl). 

这 就 证 明了 《11.17) RÉ za 点 成 立 . 

公式 (11.17) RH a € C8 时 成 立 , MAH ae L>?) 
时 作为 工 广义 篇 导数 的 公式 也 成 立 , 

EMILI 设 w€ L, p> 2, 且 有 一 个 有 界 支 集 。 则 Tol) 
在 全 平面 上 有 工 。 广义 导数 , 且 几 平 处 处 成 立 公式 〈11.17)， 

证 ， 设 @ 在 圆 {1z| < RY 外 为 零 ， 这 时 存在 一 个 序列 we 
Cio, lE (lel < RTADSELEEB, 


flo, — el, — 9 (n — oo). (11.22) 
fh AG) = Tola), haa) = Ta. (2). TA, 
8,4, (5) = a (D), 0 b, C) = Roka). (11.23) 
由 引 理 11.1 有 
lhala) — AOI = IT(e, — a)| < Miles — ell, 


此 处 M. 是 只 依赖 于 p S R HD d (11.22) 看 出 函数 hle) 在 
全 平面 上 一 致 收银 于 te). 另外 一 方面 ,(11.22) 55 (123) 又 告 
HRN 

lahat) — ell, = le, — olp 9 Cn — eo), 

laah — Rall, < Aclles — «ll; — 9 (n — cc). 
根据 广义 导数 的 定义 ,我 们 看 出 口 与 Pa) HIE A) = Tole) 
的 对 了 与 x 的 广义 导数 ， 定 理 证 毕 . 

这 个 定理 对 于 解 Bdtrami 方程 有 着 重 歼 作用 。 它 把 Beuam 
方程 归结 为 一 个 奇异 积分 方程 . 


ILS 3CF3CT H 的 范 数 

在 这 一 段 中 , 我 们 要 证 昌 算 子 电 在 L, 中 的 范 数 如 E p 的 连 
FERFE 4 一 1. 这 两 件 事 是 后 面 讨论 的 关键 . 

如 的 连续 性 是 Riesz-Thorin 凸 狂 定理 的 排 伦 . 这 个 定理 是 
AR- HER, FI) SUE DUST BO ERAF 


. 69 。 


数 . 
定理 11.2 (Riesz-Thorin) 3i p> 1f,log A, Æ 1/p 
函数 。 
W. ka> 1 与 六 > 1 是 任意 给 定 的 两 个 数 ,并 设 
I— 


L2f£.i—t5, squid. 
£ Pn oh 


£ 
我 们 应 证 明 
A, < Ap o Ars 
也 就 是 说 ,我 们 应 证 明 
HC < Asc Ap eolo, Va € Le. (1.24) 


根据 区 函 的 知识 ， 


lio», 一 up 


Jj Ha)sdzdy|， 


其 中 4 是 8 的 共 罗 数 , 也 即 1/5 b Lg m 1. 
现在 我 们 暂且 假定 与 8 都 是 简单 函数 《 即 仅 取 有 穷 个 值 的 
可 刑 函数 ) ,并且 都 有 一 个 有 界 支 集 ， 命 2 与 9 3YS|E p. 5 p. ËJ 
dto Br, th BD 
l.l, (= 2, 
Pi 4, 


Xit P(O 540) 是 由 下 式 定义 的 两 个 函数 : 
KD^ x xe 457i* US 
其 中 5 是 复 变 量 ， 我 们 再 引 人 两 个 函数 : 
Aa, D = ol at F0, (11.25) 
GG, D — gle DN. (11.26) 
在 o 一 0 或 8 0f A RIVBEHENDE D R GE WCRIO DUE. 
显然 ， 


9(z,:) = ola), Glz, 1) = gG). 
命 


。 70 。 


e)- j HC. ENG, Cdrdy, 


注意 到 与 # 都 是 简单 函数 ,不 难 夏 出 对 于 任意 辕 定 的 $, 0 5 6 
是 :的 简单 函数 ,并 且 


aG, D = E 0X. 


Gs, D = E O (DOD, 


Xd x, 5 v DIUI Gio G2 一 ej) SR nds = eM 
HERE. d 0125) R (11.26) TA OCKE) EEN ac 
的 函数 ,8 是 实数 。 因 此 ,函数 

eq) = D 3 eco || Hr)mdsdy 


ied é 


CETTE 
eq) = S acht, 


bet 
现在 我 们 考虑 带 形 域 了 一 [Lm Edi << U. EEM 
家 轴 边 界 上 ( 即 当 — inti) R. Yr 
Lalet) = (jaa) IP P = jala), 
同 理 有 
lelas DE = OA, Eo i. 
因此 ， 


lige, Dle, = Coll). ¿= m. 


lets, Ds = Clelo* m i, to m. 
这 样 ,利用 Hilder 不 等 式 即 可 推出 ; 当 Do m 时 ， 
leG)1 < 1HGG, ple, - lC, Dll, 
< As lao; Dl, < Anllo i, t= m. 
(11.27) 


no 


完全 类 位 地 证 论 又 可 以 证 得 
IAEI < Anllo), c= l+ — (11.26) 
ET: ET 
P) = tog BEN — Slog Aj, — (1 — £)log s, 
— lalm + (1 — F) palog heals. 
显然 ,这 个 诅 狂 在 带 形 域 了 内 为 次 调和 函数 ， 由 (1127) 及 (11.28 
可 知 ,C4) CE Z 053 ERATES, TERRAE REI 
FE) EN, wrez, 
也 即 
10021 ALAS lol Yen*« e, vrex, 
LITER 6 这 时 


lect = faa < a eb, 11.29) 
€ 


这 里 与 # 事先 被 乱 定 为 简单 函数 并 有 有 界 支 染 ， 但 是 ， 我 们 知 
省 这 种 函数 在 L, 与 L, 中 者 是 稠密 的 因此， 不 等 式 (129) 对 
于 任意 的 we Lo 及 ge Le( 人 1 一 1 BR. AMIERT (0024). 
Emp. 

定理 11.3 WI HU) E 志 中 保持 药 数 不 变 , 也 间 

lleol: = lel, Yo Li. ((L.30) 

T HT L, TERETA CI. BÜLAMDRUE C; HEA 

(11.30) K3R 88$ T, VE € C, 这 时 
fj corn = im ff Hs y Ha jésdy 
D 


Isi Zi 


一 lim íi Ə,T(a) - H(a)dzdy. 
"< 


应 用 Green 公式 ,我 们 有 
$ ECOLO 


= z: [| LOTUA] + Gay Ala) ldzdy. 


wien 


727 


另 一 方面 很 容易 看 出 TG) 一 O(Izl) (e o), 于 是 
im fa To(2) Haldi = 0, 


AT 


因此 ， 
im [| CTC) - FG) + T(a) - 0. F Ca ded = 0. 


uike 


这 样 ,我 们 立即 得 出 
[jio tasas = -各 || Te), Radeay. 
€ un 

注意 到 


Hlo) = 8,8, T(») = ô ô, Tla) — 0,0, TO) 
= ð 0T lo) = 0,2, 
我 们 又 得 出 


ff 1o) Paray = -im ff T(o)Bsadrdy 
c II] 
当 充 分 大 时 ,在 贺 (z: |z| = R) 上 为 零 . 所 以 , 当 卫 充分 
大 时 ， 
$ T(a)adx = 0, 
(Ej 
应 用 Green AR, RABIE S24 R EAE. 
j [Ə,T(a) .6 十 T(o)aialdzdy = 0, 
ILI 


因此 ， 
[[ mores = im | Bir(o) .adzdy 
jd ie 
一 人 opae 
c 
iE. 
推论 1 A= 1, 


推论 2 p 2 时 ， 一 1. 
ene 


$12 £ f EE Z Fl 


121 奇异 积分 方程 
为 了 讨论 Beam 方程 ,我 们 先 订 论 下 列 奇异 积分 方程 
a= a) Qa) + (a), Malla <, an) 


其 中 àe L,.(C), 52. 
dE EgEibI, FETE NIS 
dales < 1, 只 要 2 < p < Ph. 
Bi p = min (ps, p), BLER 
w> u(e)HQa) 
RL,mgaEmSbS. BELE, 
laale < Malaele. 
因此 ,积分 方程 (12.1) 在 Lo 空间 中 有 唯一 解 , 并 且 这 个 解 可 
由 逐次 先 代 求 得 
áp amh, o, = aH) T 1, — BR, 
wo = phla) F A, n> 


那么 ,我 们 有 
Fs — osille < Tales — o, ll, 
* Cpl, An" Ils 一 ale 022. 
这 样 ,序列 feo} 在 L, 空间 中 是 Cauchy FA. PR CHATH 
程 (12.1 的 解 ， 总 之 ,方程 (12.1) 的 解 可 表示 为 


s= i+ Y Gs s.) 
— i + aH) + aCaHG) ) + ... (12.2) 
这 个 公式 将 导致 全 平面 拟 共 形 同 且 的 表示 守 理 
12.2 Beltrami jj 1869I: REM 
RNE Bux 方程 


dw = pU u, (nl. «1. (123) 


全 定 系数 对 有 一 个 有 界 支 染 ， 我 们 要 证 明 这 个 方程 在 全 平面 上 有 
一 个 L,(p > 2) 广义 解 w 一 uta) 使 得 瞻 象 *F wla) 是 平面 
EHAKE 

我 们 首先 证 明 下 面 的 一 个 绰 理 , 它 丰 后 面 的 章节 中 还 会 用 到 ， 
这 个 引 理 断言 的 事实 是 纯 拓 扑 的 . 

引 理 121 ik v= wi 是 CC 虐 茶 连 续 东 数 , 且 tm wla) = 


o, FRH ee wlz) J C SIG RESEUHRERES, ME- EEE 
体 同 是 - 

证 ， 首 先 , 对 于 任意 一 点 woe C, 函数 eC) BERE. i 
其 不 然 , 值 域 w(C ) 至 少 有 一 个 沁 界 点 m se ce, Wb, FEA 
序列 !z,}, 使 得 Gn) — ww (n — 000. E la 有 一 个 有 穷 的 极 
限 点 zo 那么 根据 e C BE EE RSS , w 一 (z) 把 =, EI I P 
ARI BEER HS mz) 一 o, 的 一 个 令 域 ,这 与 wi 是 e CC) 的 边界 
点 矛盾 ， 若 {za} 没有 有 窃 极限 点 , 那么 z. — ola — co), 因而 
wu) 00, XE a oo r. 总之, 值 域 w(C) 没有 有 穷 的 
边界 点 ,得 名 w(C) = C. 

其 次 , 对 于 任意 一 点 s € C, 点 的 逆 像 we) RERE 
RAS MERI, MERR we Cs) #-— 233098 TR A ME 
HEE Gr) 不 可 能 是 局 部 一 一 的 . 

以 上 我 们 证 明了 了 映 对 z 9 eG XE C EC 上 的 映 满 的 局 部 
HE 而 且 它 使 得 心 成 为 自身 的 一 个 有 限度 覆 鞭 现在 我 们 进 一 
TES. AFER RES. 

设 有 两 点 a = 2 CORLEZCOMEESU EE TE < f s, 
与 相连 结 ， 那 么 和 (a) 是 一 条 闭 曲 线 , 并 且 8 da abot 
开 就 是 ce， 然 而 5 # C 上 同 伦 于 一 点 ,根据 单 值 性 定理 ; 它 的 混 开 
的 起 点 n 与 终点 z 应 该 相反 ， 这 与 z nE. EFE, 

定理 12.1 i 4) 是 有 界 林 测 函 数 ，|xj-<1, 且 识 一 个 有 
RAR. M Beam: JE (12.3) 让 平面 上 有 下 列 形式 的 解 

wa) = z + Te). e€L,a p, - 
并 且 这 个 解 w 一 eG REC 到 自身 的 一 个 同 胚 ， 


证 ， 我 们 首先 证 明 上 达 形式 的 解 能 存在 性 GUN. KHER 
fg TEE EE ,归结 为 军 硒 异 积分 方程 
a= uH) + a, (12.4) 
REBRE, nf— 55 x5*h. BH ES FAMA. 所 以 ， 
w€ LC), p 是 任意 -- 个 正 数 ， 根 据 § 12.1 的 讨论 , 看 在 一 个 数 
p> ?2， 第 得 方程 (12.4) 在 L, ZAAR BHRI o, 那么 ww 一 
z+ Tla) 则 满足 Beram 方程 (C12.3), 是 它 的 上 O RHE. 
其 次 , 我 们 证 明 这 个 解 o = = + Tlo) EEFE. S 
个 证 昌 较 长 ， 首先 假定 eC, ARTHA. RE MEE 
的 方法 证 由 一 般 情况 。 
设 pg& Cs. 这 时 我 们 考虑 Beram 方程 的 共犯 方程 
9, = alet) 
也 即 ` 
. 9f — (Op + n0. f. (12.5) 
现在 我 们 证 明 这 个 方程 式 有 形 如 í = eoiT(a))(a € Lap > 2) 
的 解 . 事实 上 ,奇异 积分 方程 
à = pHa) + ĝas (12.8) 
根据 $12.1 的 讨论 ,在 Lstp 2) 2s8|rh pt. HL. ael, 
是 它 的 解 , 则 不 难 验 证 函数 f 一 exp{ T(6)} 是 (12.5) 的 解 . 
对 于 (12.5) 的 解 f 一 exp (T(6)), 我 们 应 用 Green AAA 
为 了 具有 L, 广义 导数 ， 因 而 具有 ACL. 性 质 ， 这 一 点 保证 了 
Green. ARRI): 


G roce + um = afi eor — B.C of )drdy = 0, 


G 


jtbr &IESGEBOLIRII HEA, DEEREMHKA. KAR 
明 左 疝 的 线 积分 与 积分 路 径 无 关 。 AMENA LA RER 


EC = l'océan. 


显然 20)ec. 并且 
8,5 = (a), 0,9 = nOD. (2.6) 


^6 


HETA, we wx) 是 Bdtrami 方程 的 一 个 经典 解 . 
SP Dll, < is 所 以 函数 EGO 的 Jacobi 行列 式 
= |ð æl — (0,2) = IG) PQ — lal) 
= bexpi TA H0 — In > 0. 
这 表明 e 一 20r) ERRAR rit S| E ne C. h (12.6) 
不 难看 出 右 在 某 个 大 圆 外 为 零 .因此 ,， TC) m OL e] 267282. 
Jm 
fG = 1! + O( 1917 (z 0). 
这 样 ,我 们 又 得 
(z) = z ++ O(1) (z — ee), (12.7) 
HEIA 12.1, w 一 oC 2 EL ESEEL Y CRAE. _ 
MERIR w = ol) 55 w= o (z) = s + T(za) is 
个 解 之 间 的 关系 ， 令 o 一 Ou, 也 即 
OLOR 
因为 在 某 个 太 图 外 为 圳 ,所 以 o” € Lo(C), 可 取 任 意 正 数 . 特 
Sb, MERE p 2 并 使 得 141.2, < 1, ki, TOS) 8 L, 
广义 导数 且 
åw — T(o*)) —0, VseC, 
对 名 一 Tw*) 应 用 Green 公式 可 知 , 线 积分 


COREG 


SRRZ, AM Te) 一 Tw*{x) = (m) EELE LPEE 
y ' 
注意 到 ”有 一 个 有 界 支 集 , 不 难看 出 
To* (2) = Olja") (z — 2), 
Rn 
gr) = e) + O( |=] 7) (z — eo). 
EIRA (12.7), KBPS: p(a)/z 一 1(z — œ) RH p (z) =s +a, 
a 是 某 个 常数 ， 总 之 ,我 们 证 明了 
wla =a tat Tla") «*€L, p> 2. 


ELE 


HA Beltrami 方程 (12.3) 即 知 , wr RE ZEREBUT S PR (12.4) 
在 Lslp > 2) 中 的 解 。 然 而 ,压缩 映 象 原理 告诉 我 们 ,这 个 积分 
方程 在 Ls(p > 2) 中 的 解 是 唯一 的 ,因此 , wle) — z + Tlo) 中 
f 5 a* 在 Ls 空间 中 是 同一 点 ， 这 样 ， 
wle) = @(z2) — a, Vz € C. 
总 之 ,我 们 证 明了 Belami 方程 (12.3) 的 形 如 w = z + TC) 的 
ROREM, KI RIPREBET we C3 的 条 件 . 
现在 我 们 讨论 一 般 情 况 : 如 是 一 般 有 界 可 测 函 数 ，|lail。 < 1， 
并 有 一 个 有 界 支 集 。 我 们 取 序 列 p€ Cç, Dols < lal. < i R. 
lim gp (x) = pla) (LPE) (12.8) 


这 样 的 序列 是 存在 的 ,比如 可 以 用 卷 积 给 出 。 设 o, 是 下 列 奇异 积 


分 方程 的 解 : 
Oa 一 pa 有 (comy + pas 《12.9) 
并 且 wa € Lo, p> 2, lelo, < 1， 又 设 we L, 8 5/075 
程 《12.4) 的 解 ， 那 么 | 
we — m = qu Ho, — a) + (z, — pM + H(o)1. 
TÉ 
leo, — cl, < llle tel — eli, + Was — a1 + HC) 
< ||elleAsleos — «llo + lle, — nU + HG, 


也 即 
lo, — ollo < Nea — pL + AIA — hellas). 
REAR Ed Sk E EL. (12.8) 不 难看 出 
lea — PL + BG 1l, > 0 (a — 90). 
因此 ,我 们 得 到 
los — wl, > 0 Cn 99). (12.10) 
4 unla) =z + Tole), wl) = z+ Te(). WES 
证 明了 w= wu(z) 是 Beltrami 方程 
Ow pal) Baw (12.11) 
fj L, 广义 同 胚 解 , p > 2, Ee, w= o, (n) PR K-q.c. Bh fi E 
t Ke (1 + |a.) — al) GE lello < leta) 另 一 


(0 


方面 ,出 引 理 LLL E (02:10) 立刻 推出 ,wo(z) TES E — Eu 
ZT old. Bi. eG) 三 者 是 常数 ,或 者 是 儿 -q.c. 映射 。 但 是 
wl) So(z 一 反 )， 因 而 不 可 能 是 常数 ， 因 此, mw 一 wlr E 
是 K-q.c. BR f. IX FELSRITUIEI T E e 一 z t Tlo) KR E 
AFR RFE. 

MERIR EAKR AKT MERHER. 

定理 12.2 设 ple) 是 任意 给 定 的 可 负 函 数 ，|lal. md, £ 
平 而 上 有 一 个 有 界 的 支 集 . 则 存在 一 个 全 平面 的 拟 共 形 睦 射 w = 
w (z) 以 xs] 为 其 复 特征 ,并 且 满 足下 列 条 任 : 

im (2/2 = L, (12.12) 


ELE 2233 h E (12.12) 处 ,再 附录 条 件 w(0) 一 0, WB Z 
这 样 的 控 共 形 上 映射 是 唯一 的 . 


$13 ”表示 定理 与 相似 原理 


131 表示 定理 


设 acr) 是 一 个 有 界 可 浏 函数，|lal- < 1， 且 有 一 个 有 界 支 
Æ. 或 们 已 经 知道 ，Beltrami 方程 w 一 uewe 这 时 有 下 列 
形式 的 广义 解 
m= r+ T(G), wt Ls, p> 2, 
着 且 这 个 解 是 全 平面 上 的 一 个 拟 共 形 了 映射 ， 现 在 我 们 给 出 这 个 所 
L3 Lo ie pe 
380008 EXE Eo 满足 奇异 积分 方程 
w= uH(o) + p. 
根据 公式 《12.2)， 这 个 积分 方程 的 解 可 表 为 
a= p + uhlu) + uHUOH(O) + -- + 03.1) 
因此 ，Beltraari 方程 的 解 v= + + Tio) 有 下 列表 示 式 
w(x) = s+ Tlu) + TCaHCORG) 
* TisHUsH(a)) + -oe (13.2) 
E^ EKE (s; |z] < RIE. PARRI 141, 存在 
(5f 


ARRAT 0 SR Wik LA 
Tp HC pH ND)! 
VK nt 
< M iln aH pH pm) 
n^H 

< MO AY ell o, . 
其 中 > 2 88689. Dulles < 1 由 此 可 见 。 表 达 式 (13.2) 中 的 级 数 
绝对 一 致 收 化 ， 这 样 ,我 们 证 明了 

定理 13.1 在 a() 有 一 个 有 界 支 集 的 条 件 下 ，Beltrami 方 

程 Biw 一 p(s)3ww( Jela < 1) REFER x — z + T) 
ABER (3.2), htt pK E ERU g. 
”这 个 定理 通常 被 称 为 表示 定理 。 


132 相似 原理 


Beltrami 方程 全 平面 同 蚌 解 的 存在 性 定理 为 研究 Beltrami 
方程 的 解 提供 了 重要 的 基础 。 下 再 我 们 要 证 沪 。Beltrami 方程 的 
任意 一 个 解 都 可 以 才 示 成 一 个 解析 函数 复合 以 一 个 固定 的 同 É. 
Bdtrami 方程 的 解 的 这 种 仁 质 玫 明 它 们 与 解析 函数 类 的 其 种 相似 
性 ,被 称 为 相似 原理 . 

我 们 知道 , 当 与 4 都 是 连续 可 演 区 数 时 ,下 列 链 规则 成 立 ; 


Bu(ge 门 一 Bog - 0,1 + 0g «04, (13.3) 
8,(gof) = Og Di 十 sg， 时 (134) 
对 于 广义 导数 的 情形 ,我 们 有 下 列 的 结论 ; 


3 引 理 134 j> — GO) 是 区 域 D 到 大 HARR EDS 
都 有 上 sp 之 2) 广义 导数 。 又 设 z(a) 是 区 域 GƏD' 上 的 函数 ， 
WL, 广义 导数 ,其 中 4 JE p ktg 也 即 g= e/(e — 1). MJ 
复合 函数 gof £ DN L, 广义 导数 ,并 且 链 规则 {13.5) 5 (13:4) 
成 立 . 

证 明 是 客 易 的 ， 请 读者 自己 根据 广义 导数 的 定义 完成 江阴. 

特别 地 ， 当 i EWR HHR =f Ff, hR (13.3) E 

-a 


(03.4) 变 成 
1 一 0 上 .3 + 0,07 04, 
08,184 Ou OF. 
解 这 个 方程 组 即 得 到 
(8.1 sjfz) 一 Bf (B11? — 18451. (13.5) 
(uf ofi) = 8d 8A 26) 
TRARUCE.H 1 REI 的 复 特征 为 


aff) = Bii i. (13.7) 
设 D 是 一 个 区 域 . 我 们 在 DD 内 十 论 Beltrami 方程 
w = u(z)8., 26D, lele «1. (13.8) 


设 w = f(z) 是 这 个 方程 的 任意 一 个 上 广义 解 。 叉 没 w= fle) 
是 这 个 方程 的 一 个 工 : EER, D LA e A RAE 
共 形 映射 。 杠 据 引 理 13.0, BAAK gef ALTIA 
Bolet) = Bag - Ouf ^ + Og * Ouf, 
Ei (1.5), (1.6) 及 (13.7) 48 
Balz = (9,8 - ( —8,f) + Iad e Of Oh — 10,71 
= [—O, * & + Og — 18;f|*) 
=), Ye €f(D). 
这 就 是 说 ， 函 数 gel 在 区 域 AD) 内 有 L, J” RS B. Wë 
Cauchy-Riemaan 方程 。 习 此 gef! 是 区 域 f( D) 内 的 解析 加 数 ". 
没 g = eG), W| g = pof. 
定理 13.2 jk FO) 是 区 域 D 的 拟 共 形 喘 射 , 其 复 特征 为 
eCa). W Betrami 方程 (13.8) 的 竹 意 一 个 2 广义 解 都 可 以 表 
去 成 pof, 其 中 (e) E. JUD) 内 的 全 印加 数 。 
特别 地 ,两 个 具有 相同 复 将 征 的 拟 夫 形 映射 w 一 IK) 与 w 一 
sla), 必定 有 一 个 共 形 映射 史 使 得 一 pef. 
生 定 理 13.2 WREE, 对 二 Betran: 方程 的 La 广义 解 来 说 ， 


i) & KD) BERN ARA Íif7d 与 路 柱 无 关 ， 这 一 点 由 Grea 公式 
推出 ;而 gof-' 的 A. C, L. 性 质保 证 了 Green AARI. 


. “£. 


最 大 模 挨 吾 \ 零 点 名 立 性 定理 以 及 保持 区 域 定理 等 邬 成 立 , 

过 里 我 们 只 关心 拟 共 形 映射 ;对 于 Berani 产程 的 一 般 广义 
解 只 是 附带 提 到 。 下面 将 详细 给 出 相似 原理 及 车 在 性 定理 的 神 种 
fit. 


113 边界 对 应 定理 及 唯一 性 定理 


一 个 Jardan 区 域 到 另 一 个 Jordan DEAL] EGER f a] PL. 
适当 定 尽 其 边界 值 使 之 成 为 闭 区 域 上 的 同 凸 。 共 形 执 射 的 这 一 定 
悍 对 拟 夫 形 映 射 而 言 也 成 立 . 

定理 133 iZ Qc = fl) 是 Jordan 区 域 DD 到 男 一 个 Jordan 
区 域 D' BGE. 则 e 一 f(a) 可 以 扩充 为 到 了 的 局 
E. 


3X. i = a, E t MAE. SIEDAMES ev. 那 
Afri —4 SE EBTZZIOUN DG e DRAE. wenke 
映射 为 we. 由 定理 13.2 348, ewe) b 
9X XI UD) 上 的 共 形 喘 射 .由 于 w = o (z) fe ViMWISIBE, 
所 以 w(D) 仍 是 jordan 区 域 ， 这 样 ,了 是 Jordan DC$E (D) 到 
Jordan DU D° 的 拟 共 形 驶 射 , 因而 可 以 同 凸 延 拓 到 w(tD) 的 这 
Ji. RE MAES f TARARE REDARE. EE. 

今后 ,我 们 可 以 谈论 Jordan RFI Jordan 区 域 的 扎 共 形 映 
fS FER Rz. ` 

显然 成 立 下 述 唯 一 性 定理 ; . 

定理 13.4 ”具有 给 定 复 特 证 的 ,把 一 个 给 定 的 Jordan KRE 
成 另 一 个 给 定 的 Jordan 区 焉 并 把 指定 芍 三 个 边界 点 对 应 到 指定 
的 三 个 边界 点 的 拔 共 形 贞 射 是 唯一 的 . 

捐 据 相 似 原理 ， 具 有 相同 复 特征 的 全 平面 拟 共 形 屿 射 之 间 仅 
相差 一 个 分 式 线性 变换 。 因 此 ,我 们 有 

定理 13.5 具有 给 定 复 特征 的 全 平面 拟 共 形 皮 射 w fü) 
满足 下 述 规范 条 从 者 , 则 一 涯 是 唯一 的: 

f(0) — 0, = l, Koo) = co, 


2324 


134 WE Bb fJ Halder 连续 性 


AURR rS RT 18S — R SES SE RE dg m K-q.c. B] 
都 是 Hilder 连续 的 ,其 Holder SEYRDLEMUT K. 

IE e 一 f(x) 是 有 界 区 域 口 的 一 个 K-a.c. 映射 ,其 复 特征 为 
p= py 那么， lela &4=(K— 1/0 + 1). eX EEDI 
XS. MR D 2 使 得 #4s <l, 这 时 ，Beitrami 方程 Bw = 
nC. 在 全 平面 上 有 同 胚 解 w(>) 一 > + Tla), HH aE Lp 
pl. 根据 相似 原理 ,f(x) 一 YLw(z)), 其 中 中 是 区 域 (D 内 
REAR. 

nim RIE 11.2,Twuls) 是 指数 为 = 一 人 p — 2)/ p 
f; Hilder EAR AT wl) 也 是 如 此 、 即 在 生 章 一 个 有 界 周 
RFH, 

Jele) — wla) < Mlz — zl", Ya, m € P, 
hH ROUKBUT FARE 24 F EDANE RIA 

ML) — Hor! < M + up, Upe a — ats 
这 就 证 级 了 我 们 的 结论 . 

JETER 3463 Haldec 连 洗 性 也 可 以 通过 讨论 双 连 通 域 共 形 
模 的 变化 得 到 ,并 且 可 雇 进 一 步 确定 = 一 1/ 开交 一 点 将 在 第 四 
AHER. 


13.5 f Er 


设 e= hn 是 Jordan 区 域 Di 到 区 域 Dj 的 拟 共 形 映 射 ， 
i 一 14, 2; 并且 DND: — Di Di 一， 若 简 单线 YCBN 蕊 ,并 
E. h B Di 内 可 同 是 延 招 到 了 上 3 一 1,2. MAh = hls BRA 


LI 
hls), — s€DUm; 


hu, éD, 
是 DUDUT 上 的 氢 共 形 映射 . 
拟 共 形 睐 射 这 一 些 质 类 似 于 兴 形 歇 射 的 延 拓 定 琵 。 它 也 是 祖 


s> G) = [ 


位 原理 的 准 论 . 
不 失 一 般 性 ,我 们 侦 定 D 与 D, 都 是 有 界 区 域 . 命 
mi (z), z€ Da 
au(x) = kanla), £ € D; 
0， 其 它 点 . 
WMA lala 一 max( || es Mb < 1. UR = rn) B Beltran 
方程 bw 一 plejdo 在 全 平面 上 的 同 胚 解 . 根据 相似 原理 , 我 
们 有 
AG) = plela?) GO 一 (ae (22), 
其 中 ple) 有 是 wl Di) HRERS, j= 1, 2. IB BUE PIERII, 
p 可 自 e( Di) FS EL EERE To BST wlr), 并 且 : 
iei) = mier). 
KE, RSH 
ple), wE e(D,U 7); 
“0 
是 共 形 瑞 射 . 
TRI z> v(vG) 是 DUDUT FOUR M, 
fi po G0 fe ERE ñil ERE XB fon. XX BLUEGA T REIRE G. 
象 在 解析 函数 论 中 一 样 ,对 称 延 括 是 最 带 必 的， 例如 , 若 ww 一 
e) LEFT H 到 自身 的 拟 共 形 映 射 , 虽 它 不 久 可 以 同 凸 延 拓 
到 万 的 达 界 是 上 (边界 对 应 定型 ) ， 而 且 可 以 裕 照 下 列 方式 拟 共 
XiERE RC jx Me) = KS), 3 = 在 下 半 平 面世 内 
Bf. 


13.6 Wi MM Riemann 映射 定理 


设 区 域 站 是 一 个 垫 连通 城 , 在 扩充 复 平 面 忆 上 的 边界 点 多 于 
-A But DIS ETE EHRIRAR GO, lela < 1, 问 是 否 存 
EA e 268 A GE FHOLHCE GIC D e Or [H 区 答 是 肯定 
8. 

首先 我 们 讨论 区 域 台 是 有 界 域 的 情况 。 这 对 我 们 定义 aD 


ete 


# D52053. 根据 定理 12.2, 存在 一 个 全 平面 的 拟 共 形 喘 射 w= 
w(z), DL p(s) 为 共 复 特征 , 并 且 wlz)/z 一 1(z 00), 显然 ， 
CD) 是 有 办 单 连通 区 域 ， 医 此 ,存在 一 个 共 形 喘 射 < ple) f£ 
uCD) ERANA. KE, 复合 函数 上 一 p( o (z)) 则 把 DD 变 成 单 
位 圆 , 并 且 是 一 个 以 # 为 复 特征 的 拟 共 形 喘 射 . 

当 DD 是 一 个 无 界 区 域 村 ,我 们 先 作 一 个 共 形 映射 E= 90. 
dE D ER Sr (El A — {5:151 < 1}， 并 相应 的 在 A 内 考虑 复 特征 

m (t) = ne EQ /g(t), 

其 中 — 47. S RAR — Aa ia Fr BER OS FEET UITAE 
w = OSA (t) 为 其 复 特征 ， 这 样 复合 喘 射 w = Ae) HE 
DERETA, HATER” 一 (0 GO) 的 复 特 征 恰好 就 
是 (z). 

以 上 我 们 证 明了 

定理 13.6 议 DD 是 边界 点 多 于 一 点 的 单 连 通 区 域 , p(z) ED 
mF gar mak. lal. 过 1。 冲 么 ,存在 一 个 以 上 为 复 特征 的 
拟 共 形 喘 射 把 只 变 成 单位 贺 . 

显然 ， 我 们 也 可 以 选择 上 半 平 面 作为 典型 区 域 代替 定理 中 的 
单位 圆 。 另 外 ,从 上 述 证 明 中 很 容易 看 出 ,我 们 可 以 要 求 所 求 的 喘 
射 把 区 域 六 中 给 定 的 点 变 成 单位 咒 内 的 指定 的 一 点 ， 并 且 在 忆 是 
Jordan 区 域 时 , 还 可 以 要 求 把 的 给 定 的 边界 点 变 成 单位 贺 周 上 
指定 的 --- 点 。 或 者 要 求 映射 满足 有 如 共 形 映射 理论 中 一 样 的 其 它 
规范 化 条 件 . 


13.7 全 平面 上 给 定 复 特征 的 映射 

已 经 证 明 的 存在 性 定理 ,限定 复 特征 在 某 个 有 界 集 外 为 等 . 现 
在 我 们 要 去 悼 这 个 限制 . 

定理 13.7 ”在 复 平 面 C 上 给 定 一 个 可 测 函 数 eG), lela < 
1。 则 存在 一 个 全 平面 上 的 拟 共 形 喘 射 w 10). Un E HR 
征 ,并 保持 点 0, 1, oo 不 动 ， 这 样 的 拟 共 形 呐 射 是 唯一 的 . 

证 f BOO 一 mle) + me), ER 


85 。 


IMPER 
yje > t, 

9, Hiz <i; 
manfo see 
EER t = Ms, EE E RAE 


a = al E 
AG edi. 


POR [s 
10, 


显然 ,在 单位 国外 a= 0. ERU, FEDA n 为 复 符 征 的 全 平 
TAERE h, 00) = 0, H 
im ht 1. 
$t) = R(E). mA. TEREA DL m DANE. a 3 
单位 图 fz:|z| < 1). BR LIGA 变 成 一 个 含有 原点 的 有 界 城 ， 
RZY D. WER m EAPUSSE TA ñ IE A PREMIER 
们 引进 函数 
au 一 [rri enlz eo, weDi 
0, wtD, 
其 中 一 f. IBD Sit TNI, FEDR ER NN U Aa 
为 复 特征 ,fiK0) — 0, EUR 
Em fioe 1. 

JEFE ABA heh 则 以 HOD IKE. PLEAD AED 
ASE, MUA EDIDA. Ai AABN heh teu 
圆 A 外 的 复 特 征 与 二 的 一 致 即 为 mD 一 p(s)， 至 于 在 单位 加 
4 之 内 ， 注 意 到 卢 的 共 形 信 并 根据 闫 的 定义 ， 不 慧 直接 验证 jj 
的 做 特征 这 时 丛 弛 就 是 x 

因为 与 轿 才 是 保持 点 0 与 oo 不 动 ,所 以 of 也 是 如 此 。 因 


上 上 ,映射 
a iG) = fehle) heh) 


70,1, co 不 动 ， 并 且 复 特 证 为 z. KER HEE 
含 于 定理 13.5 之 中 ， 定 理 证 毕 . 


应 该 指 纠 ， 也 可 以 利 在 积分 算 子 给 世 这 个 定理 的 更 直接 的 证 
BB. Bin. 415 BF T 
a=- + fes ¿= i. 
显然 ,这 个 算 子 与 过 去 的 算 子 T(o) 的 关系 女 下 : 
Floe) = Tle) — T(e (0), 
因此 ,我 们 有 
I la) = o, 0. f Co) = H(a). 

XT ECT BUSTA EET ECT DL e A o E — 4 fi EXC FER n 
RATO) 的 基本 性 质 。 这 是 因为 在 定义 中 被 积 函数 的 分 母 是 
的 二 人 难 无 穷 大 量 〔 当 “和 趋 三 无 穷 ); 这 一 点 保证 了 只 要 ow 属于 
LC), p > 2, W Êlo) MEE. 

ETERER RITIAHARAF Mo) 直接 求 Beltrami 方 
虱 的 形 如 w= z + j(e) 的 解 ， 而 元 须 限 制 Beras 系数 有 一 
个 有 异 支 集 ， 其 它 一 切 步骤 都 与 沁 前 完全 相同 CARR, 


13.8 规范 氢 共 形 映射 对 参数 的 依赖 性 


设 复 特征 p pis, DATER, r 可 以 是 实数 或 复数 ， 
假如 x 对 :有 某 种 焦 束 性 ,比如 解析 依赖 于 +《 副 对 任意 固定 的 2 
ps, 0) E t 的 解析 函数 )， 我 们 要 问 以 2 为 复 纯 征 鸭 规范 拒 共 形 
Pk E Hb FEXCAR UE 0 回答 是 肯定 的. 下 百 的 定理 属于 
Ahlfers 与 Hers:™! 

定理 13.8 设 < 一 p(z, 41) 对 于 任意 固定 的 复 参 禾 : 是 2 的 
ARPIDE H H 


lele, DII. < R < 1, 
其 中 kG) 是 与 = 无关 的 数 。 又 设 p = a(2. 0 对 于 任意 固定 的 
2€ C, Ær 的 解析 函数 ， 则 以 4 为 复 特征 的 且 保持 0. 1, oc 不 动 
的 全 平面 拟 夫 形 同 胚 w = fle, 1) 解析 依 轨 于 参数 
这 个 定理 是 表示 定理 的 推 沦 ， 事 实 上 。 保 持 0, 1，co RAR 
全 平面 拟 共 有 形 同 还 可 以 由 相应 的 Berani 25 EROR w 一 < 十 个 (wm) 
T 


甫 出 .这 里 的 号 可 忆 由 迁 代 求 得 , 国 而 类 伺 于 (13,2; 的 表示 式 【 其 
中 工 应 换 为 仓 ) 也 成 立 ， 注意 到 选 代 序列 的 绝对 一 致 收效 性 ， 立 
即 看 出 当 4 是 :的 解 新 函数 时 , wv 一 > 十 fo) 也 是 如 此 。 

XC EROR EROS IH. 

* * * * 

注 1 Bami HERAA EC Coe al StF2 (188 fr XE. Plan idi 
SEB IBI E fE (2188 , MAREA p Eh ANG AS, D$ ES 
早 研究 它 的 是 Ges (L [32]), WERT 8 n AEA S: FE Biani DER 
ROGER TERME, L930 年 Mocey (A [42]) MT eL SURE OR FE T 
系统 的 研究 。 到 了 54 年代 Ber?" 才 把 Mercer 的 工作 与 拟 共 形 映射 联系 

注 2 lerm JEEE- HHE ARE 

Qw = ph m ndum 

dal + fealla), 
REC LER r, EERE R FUR t ETE Qs, n.) 的 扎 共 形 映 
$1 Erma 时 ， 一 个 具有 得 特 征 (k's i) GR SER ADEE, 
RBEREEUECIBIRIBUR GE On, p.) GQ EBA. 这 一 点 策 得 对 这 类 方程 的 
研究 ,如 证 明 相应 的 Riemann 映射 定理 , 带 襟 了 实 贡 性 的 困难 .在 这 方面 有 关 
单 庆 通 焉 变 成 典型 区 域 的 映射 存 直 性 何 题 由 Bosanikiy rt 解 类 ,而 多 连通 或 
变 成 典型 区 域 的 存在 狂 问 题 些 工作 [36 | 解决, 后来 Mohai qg [551 的 
诗 果 与 方法 推广 到 非 线性 复 特 征 的 情况 ;次 记 的 工作 还 有 疗 图 指 [ss i, 关爱 
Z [23] ÉE. Ahmalatf[8], 


第 四 章 dado m 


本 章 主要 内 容 是 订 论 单位 圆 到 千 身 的 拟 共 形 陕 射 和 全 平面 上 
KURENAT ARRERA. RISER EHAA KHARE 
KA (Mori) 定理 与 Teichmiiller 定理 ， 这 努 定理 将 在 下 章 的 讨 
沦 中 得 到 应 用 . 


$14 Poincaré BE RE E t eR Sr 


14.1 单位 图 上 的 Poincaré 度量 
没入 是 单位 贺 , 即 A= fa:lel < 1}， 在 和 上 我 们 引 人 下 过 

Es 

E 

L= la!) 


单位 本 内 尾 意 一 条 可 求 长 曲线 7 iix SPF F BJ K IER 


[oL ats 


1— z|] 


ds 一 z€ A. (14.1) 


Ban KEA (9, z1 (0 < + 1) 在 这 个 度量 的 长 度 为 
”2 dz ltr 
Í 1 — 2 Sr 


一 lo 


(14.2) 


度量 (14.1) 被 称 为 单位 贺 入 二 的 Poiacare 度量 . 

Poincaré 度量 的 一 个 其 本 性 压 是 ， 在 保持 单位 圆 不 变 的 分 式 
线 竹 变换 下 不 变 ， 事 实 上 ， 任意 一 个 促 持 单 们 图 的 分 式 线 儿 变故 
莉 可 以 写成 


直接 计算 表明 


4 B9 4 


lei a 2ldel_ 
1 一 IlwP 1— FË 
Suki, CEXE-- $ HR së yC A TE Poincaré 度量 下 的 长 度 , 在 保持 
单位 圆 的 分 式 线性 变换 下 保持 不 变 ， 换 名 话说， 保持 单位 圆 的 分 
式 线性 变换 是 Poincaré 度量 下 的 刚体 运动 . 
现在 我 们 讨论 在 Poincaré HEF, ARAARA R. 
先 看 一 个 特殊 情况 ， 给 定 的 两 点 是 0 与 + > 0. 很 容易 看 出 ,对 于 
任意 一 条 连结 这 两 点 的 可 求 长 曲线 >。 我们 都 有 
| 2|2z| > | 2 dx 


rs eda 


由 此 可 见 , 在 Poincaré 度量 下 ,点 0 与 > 之 间 的 最 短线 恰好 就 是 
实 轴 上 的 线段 [0, rl, 而 其 间 的 距离 是 log (] + r)/(1 — r). 
对 于 和 内 任意 两 点 2 与 #2 z, Z z, 我 们 作 分 式 线性 变换 
zi gla) = t SEL, 
1— Zs 
其 中 a 是 常数 ,使 得 gCs3) 20. 因为 分 式 线性 变换 gs 保 等 
Poincaré ERRA, FF DL z, 与 z, 之 间 的 最 短 距 离 也 就 是 ela) 
(—0) 与 g(z) 之 间 的 距离 , 即 
I—Àz y/o T 


PESEN 
Ti z, 与 六 之 间 的 最 短 连 线 应 该 是 实 轴 上 的 线段 [0 g(z;)1 tE g": 
下 的 像 、 我 们 知道 ， 在 8“ 变换 下 实 轴 的 像 是 与 单位 圆周 正 交 的 
圆周 或 直线 。 因此, z 5 z Z B] 5 i E sk 0 E: TAKAA E 
的 垂直 于 单位 回 局 的 圆周 或 直线 上 的 弧 ， 单 位 贺 内 与 单位 回 周 正 
交 的 圆 绝 或 直线 段 被 称 为 Paincare 直线 . 

Poincaré 度量 可 以 推广 到 单 连通 域 上 . 设 D 是 一 个 单 连通 域 、 
其 边界 点 多 于 一 点 。 又 设 了 是 刀 到 和 的 共 形 映射 ,我 们 定义 

ds = 21f'G)0 ldz {0 — (f(z) I?) 

为 也 内 的 Poincaré Br f, 

由 于 了 不 是 唯一 的 , 所 以 我 们 应 当 说 明 ,这 样 定义 的 Poincaré 


PETES 


DI 


aaj). (143) 


1 一 Ziz; 


ERS DEREX. Prk, 的 不 同 选择 之 间 又 相差 一 个 分 
起 线性 蛮 换 ,这 个 分 式 线性 变 欣 保 皖 单位 圆 77 变 ;我 们 已 经 说 明了 
这 种 分 式 线性 变 笋 保持 Ponai 度量 不 变 . 
当 区 域 D 是 上 半 平 面 壬 时 ，Poincaré 度量 是 
ds = |dz|jy, y — mz > 0, 
H Ñ Paincar ÉZER SSCROETZITE RR IL AL 


142 ”穿孔 球面 的 Poincaré 度量 


扩充 复 平面 C = CU (eo) EEUU n Fs £ # f 
一 {is en nd EA Clen za 2])， 球 大 我 们 讨论 左 何在 Cleo 
zx n) 上 定义 Poincaré 度量 。 由 于 Cn. 2s s) EEM F 
C0, 1, co), 所 以 我 们 只 讨论 后 者 就 足够 了 . 
我 们 在 w = u + it PH EARE 
A-laiviübczcl, adio 一 工 2, «9, 
EN 2 


设 > 一 plo) BEARR H = dec x + iy; y> 0) R 
HEAD, 1, oo SIE Ez 30, 1, 00, BUT 4 的 边界 是 由 两 条 半 
ÉAR—SEIEALB MAEI F SR ERI, M 可 
以 关于 64 WAS R EK ER Pr ER. 延 箱 后 多 区 域 边界 们 是 
和 白 直 线 强 或 加 改组 成 ,而 其 逢 域 是 下 半 孕 皇 、 央 此 ,这 种 对 称 延 固 
届 可 继续 下 去 ， 一 直到 把 4 能 定义 城 扩 充 到 整个 上 半 平 面 ， 由 地 
每 次 延 把 时 在 边界 的 直线 红 或 半 隐 弧 上 总 是 取 值 为 实 才 上 的 区 
KK (0, 13, (1, cc) 或 (oo。0)， 而 在 区 域内 部 取 值 为 上 学 平面 或 
FEEN, MOEA o ARE CO, 1, 20). PE 14.1 表示 了 
e A ATHGRTIEIS HR. 

RUDIEXEYEIRATA RES 一 ee) FO IBRLS ERE, EA, € 
A 2 20 5, AH: 


glw + 24) — pie, € Z. (Q4) 
此 外 , 良 据 定义 不 玲 看 出 


AE RIA 


go = pfa]. Q5) 
由 (14.4) X (14.5) 又 推出 ,PP 对 于 or e t? Xo > wi 
Qo +1), METRAR, MERE. Bibi ect 
分 式 线性 变换 


wi 2H b ó (" b. H, 


4^ 
I Ges 


FERAM. Py ys ehkapah0 Rf EHI. H 
元 素 被 称 为 模 变换 . 

áré—o'. MPETRE ARINC MRA 
SEHE E PE] 14-1 ARAE AEZH, d MEFE hi 
或 下 半 平 面 是 一 个 单 值 函数 。 下 同 的 单 值 分 支 之 间 仅 相关 -A 
变换 ,注意 到 [dw Im o 在 保持 上 半 平 而 的 分 式 线性 变换 FARE, 
不 难看 出 其 


ale) = [pC jin bn) (14.6) 
Toki F is 63 XE. 我们 定义 
ds = s(2)idel (14.2) 


38 C(0, 1, oo) 的 Po.acaré BE Bf, 


ega 


143. Haga% 

EUER TE 可 以 由 Weierstrass P ARKH. frin Eros 
是 任意 两 复数 ，Imfoiyjo) 77 0. UL o; 5 v 为 基本 周期 的 22 ER 
BITE Pli; ox, o), P 


1 1 1 
Poimi | -l 
ee) S PCI uw 


其 由 职 遍 一 切 非 零 的 周期 点 soc 十 mua n, m € Z. RESE 
Bh 


P(e; ci au, a) 一 #P(z; ms mi). (1.8) 
Pilkai ko koa) 一 全 (ai oo i) (149) 
其 中 多 天 
MEIER m 1, c, 一 we, inw > D0， 这 时 命 
aall.. Y aiw) = e. 
eu) o 8 (7 aru), nto) = @ [2 1, a) 


etu) m m (LÀ i, e]. 
现在 来 说 明 函 数 
gaj- St) — a(e) (1410) 


er) — ew) 
RE E: ponghgbfE dx qu. BEE, gu) 显然 在 上 半 平 面 内 处 
处 解析 . 利 月 P 图 数 的 周期 性 及 关系 式 (14.8) 与 (14.9) EE 
BH gliw) EER om e + 2 É I wi Qe 十 1) 之 下 不 变 ,办 
而 qe) 是 关于 楼 性 的 目 守 函数 、 比 外 ,利用 关系 式 
ew 1)= uw) eG + `) 9 nó). 
caw + 1) = alw), 


可 以 推出 

gw + 1) —1— qlw). (O410 
又 可 以 推出 n 1 

1 i- deny (14.12) 


OE 935 


现在 我 们 进一步 说 明 aC) ERRA (UL $ 14.2) 的 边界 上 取 
sus, 

dOR E. w = Plr; 1, iv) Elme = 0, Rez = 6, Im z = ef 
2 及 Rez —1/2 FÆRRE. REHAR A AREA, Me 3E z — 
多 (ai 1, ie) AE 

= [z = r + iy:) < z < 1/2, 0322) 

KERNA TFE, HARAMA 0, 1/2, U o uel 
2 分 别 对 应 于 00, ev), eG), e Ge), 这 匹 个 点 应 该 自 右 向 左 
出 现 于 关 轴 上 ， 因 此 , Ge) < elio) < eo). XE 


alie) — elie) 5 
en — ee) Š "` 0419 


qir) = 
358i (14.11) 可 知 ， 
4 +i) ^1 — qGo) > 1, (14.14) 
(14.13) 22 (14.14) EA eG) HER A ORR ELS TER, F RUE 
值 ， 另 分 一 方面 ,由 《14.11) 2 (14.12) 可 知 ， 
N" 1 1 — I _ a 
am 2x) que—1) Y-—aG»y Cunt 
RRR gle) dE so = Y (1 — ie) ERECTAE 5 T CÉUSCÉR d 
BUE ABSSEBISIGESE F0 < ge) < 1. 
为 了 证 明 2( 2) Bb E FLS R, REA E — Hb ABI a 将 
84 Weite 3 dd 3E EFE 0, 1, oo KA. Ai RISATA 


= I ei) 
w = IS (14.14) 


其 中 “是 一 个 任意 固定 的 正 数 ， 这 个 分 式 线性 变换 把 下 半 平 面 变 
BEKER, JHE, alir), nv), ev) 分 别 变 成 一 1 0, ps 
oo, 其 中 


Loan) — alio) 
PT e Ge) — eie) oun 
我 们 已 经 知道 ,5 Pial, iv) EEE RE FEE AER 


194 


Tox 0, 1/2, (1 + i6)/2, i»/2 依次 对 应 于 co, eG»), eiv), 
alir), Wi BARR wP IER dE DE IE, PER N EË 
四 个 顶点 依次 变 成 一 1, 0, o, co. 这 样 ， 
M(R(O, 1/2, (1 + iv)f2, iv[2)) = MCHC— 1, 0, o, 00)). 
& (5.16) 式 即 有 1iv — 1/ACo), Bn 
v= ACo). (14.18) 
因为 ACo) 是 p 的 单调 递增 水 数 ， 所 以 o 一 AIC) 也 是 单调 递增 
的 . 另 一 方面 ,由 《14.13) 及 (14.17) TR, p= 一 9(iv)。 因 此 ， 
A7(v) = —aGiv). (14.19) 
"IR qGv) E ç in S on. 并 且 由 
A(g) — oo (p o0), Alp) —0(o— 0) 
推出 . 
qliv) 一 一 oo lr — œ), qo) 0 (e — 0). 
再 由 【14.14) 又 推出 
gO or iv) - 00 (o > 00), gU tis) =>] (o — 0). 
KARR gle) A AIH Ae E Rh EA — — Be Rt 26 3: RR BJ DX 
in] (—99, 0) 85 (1, eo). Hif (14.15) 可 知 gtw) 3E 4033028 
边界 一 一 映射 为 0, 1)，、 总 之 ， 如 果 我 们 补充 定义 4(0)—9 及 
9(1) 一 1， 那么 9 把 04 一 一 映 针 为 实 轴 . 
由 解析 踊 数 的 边界 对 应 原理 可 知 , 4 在 4 内 是 单 叶 解析 函 效 . 
再 由 已 经 证 只 的 事实 就 立刻 推出 , 4 把 4 共 形 映射 于 上 半 平 面 样 ， 
并 保持 0, 1, co 不 动 。 由 共 形 映射 的 唯一 性 定理 双 推 出 94(w) = 
?tw)， 这 样 , 畏 贸 模 甬 数 可 以 由 公式 (14.10) EIS BT 
alw) — au) 
nr) — Gy (14.20) 
dro (o) Ro = A(p) 的 反 函 数 . 上 这 的 讨论 中 不 仅 给 } 
T SECULAR SK J Rf BL RAE IH T io) 的 表示 式 . 由 (14.19) 
有 


e(u)— 


— alir) — oliv) 
AG) Hs) — aio)" (421) 


PETES 


1( >) 在 今后 的 订 沦 中 起 着 重要 作用 ， 我 们 须要 进一步 研究 它 的 性 
f. 

首先 ,我 们 要 给 出 Co) 更 明显 的 表示 式 . 命 7 一 eplir), 
其 中 > 14， 由于 4 rcl, 所 以 下 列 无 海 乘积 绝对 收 纹 : 


EP 
FG - I n——3n- amas: 
很 容易 看 出 F 水 1 美国 期 , 即 F(z + 1) — F(z). 此 外 ， 当 我 们 
在 乘积 的 每 项 中 把 z PRSE z ++ iv 上 时， 就 相 当 于 把 9 换 n 一 1( 注 
Èr epi—2)). Mik, F 又 以 和 为 局 期 其次， 根据 麦 达 式 
下 难看 出 下 在 3/2 + m + nv (m, n € Z) 为 二 阶 零点 ,而 在 
iv[1 + m + nei Gn, 5 € Z) 为 二 阶 极点 。 这样 F(z) T 5R 


Plas L, ir) -2 (E m i) 


AAAA HELA fil fal a S; 5. SEAMA tisti. BE 


“1 
Sia ie — lit ie) 


F-c > e 
Sii ie) P(E; 1, de) 


其 中 C 为 常数 . Szopj F(0) = C. 所 以 ,我 们 有 


. í: _ 
Sl iy) — P (55 1, ie) 


F (z) 
FO gs; 1, iy) — P ç n 2 
因此 , 令 20 4/2 + vi/2, MA 


Lo e 
F (z tiz) _ alie) ~ eio) 


F(0) elie) — eG 


(421) X , 、， 
A) = —F Qr. (1422) 


+ 96 < 


直 竣 计算 表明 


F() 一 一 4r I (MY. 
azi Md — r 
(a Liao Agory 
riyed)- 4 Inc. 


ix edu AÇ). (14.22) 并 注意 到 一 enp( — re), RME 
5 
. _ - ] — gerens 
à) S HC x). (1123) 
3—3 8.) + Ú = LaGo) — eGe) Eee) eG). 
ZERE 


/1 ` 
Ple; l, ie) — P EE l, fo} 


$211, ir) — 2 (LU I6, 1, iv) 


及 与 它 表 相同 霹 舌 . 呈 点 ,极点 的 无 穷 乘 苇 ， 与 上 面 完全 类 似 的 讨 
论 又 可 以 得 出 
ee x 1+ PLU “ 
wt t7 I (EM S JY. G434) 
公式 (14.23) 5 (14.24) 的 一 个 育 接 椎 论 是 给 出 了 关于 iC) 
的 一 个 双边 众 计 式 ; 


Ibale) < e" S laale) + 13. (14.25) 
这 全 估计 式 用 Ae) 表示 可 改写 为 
logl6g < rA(p) = loglá(o + 1). (14.26) 


RAB, Ale) 一 lal T = p) ( 见 (5.18))， 所 以 ， 
1 || 33.1 a 
PLI ixj9i€ n. 
也 即 


T 
w VITE euo) < t 3, Orel, — (1427) 


i). 


估计 式 (1426) 及 《14.27) 以 后 是 很 有 用 的 。 


$15. 几 个 偏差 定理 


15-1 Quoc qoe bo e 


设 w — f(z) 是 单位 圆 入 到 自身 的 天 -4 ERE, B (0) = 0. 
我 们 首先 要 给 出 If(z)1 的 上 界 估计 . 

自 原点 至 点 z = 0 向 矢 径 作 一 杀害 线 。 这样 在 人 为 所 形成 的 
双 连 通 域 的 模 是 alal). 这 个 双 连 通 域 的 像 的 模 < CHE COT) 
CGritzach EH) AE RIBE 


lel) < Kat Q0). 0541) 
根据 不 等 式 (14.27), 立即 推 出 
og Ml leh < Klog -4 
lz G) 
即 
UO < fna — dal, 
于 是 ,我 们 有 


IG] < ammi o VT Tat, (535 
当 1z1 较 小 时 ,这 个 不 等 式 是 有 总 义 的 。 它 告诉 我 们 在 单位 圆 盘 上 
满足 规范 条 件 100) — 0 RT K-q. c 映射 了 在 原点 附近 模 的 偏 闫 将 
是 射 O(1zlvx)。 这 里 |z| 的 阶 1/K 不 可 能 改 得 更 大 . 事实 上 ,映射 
lli ada? 

是 KK-q.c. 映射 ,并 满足 规范 条 件 ,但 这 个 映射 的 模 恰 好 是 1s 

很 明显 ,从 上 述 讨论 中 可 以 看 出 ,如 果 哆 射 了 是 K-q. c. 映射， 
KO) = 0, 但 不 一 定 是 把 单位 凡人 人 映 为 自身 而 是 映 到 和 的 子 集 ,这 
时 由 双 连 通 域 的 模 的 单调 性 仍 可 推出 《15.1)， 因 而 (15.2) 依旧 成 
ba 

现在 我 们 讨论 更 一 般 的 情况 ,去掉 KO) 一 0 的 限制 ， 假 定 
w= IG) 是 人 到 其 子 集 的 KX-q.c. eth a 与 z; 是 入内 任意 给 定 
的 两 点 。 我 们 来 估计 | 忒 zt) 一 fl. 


98 。 


XAR IRA UAE Éa 
AG) m ETE, au) 一 (a). 


1 一 Se 1— G) w 
Jt M G h $f g= hojah, Bik, £ JEE A B:25 A 5 T 3EffJ 
K-q... WES E g(0) 一 0. 因此 ,我 人 有 
m= 5 Dy g g [Fzt], 
1 一 za) L 1—£fG (s) ) 


" 
PI 


Á. 


GU CK) < s ve, — (53) 


定理 15.! W o= fO) 县 单位 图 上 的 KK-q.c. 映射。 并且 对 
单位 圆 内 任 定 一 点 = M |f(ay| < 1， 贡 对 单位 贺 内 任意 两 点 =, 
与 五 成 立 估 计 式 《15.3). 

由 这 个 定理 立刻 推出 单位 圆 上 的 有 界 K-q. c. MS E 
Halder 连续 ,其 Hélder ERA L/K. 
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森 定理 是 对 定理 15.1 的 深化 。 如 果 说 定理 15.1 的 证 明 是 基 
于 Grétzxch 极 算 问 题 , 那 么 森 定 理 的 证 明 则 是 基于 森 汲 值 疝 题 . 

X8 152(3 12 = f(z) 是 单位 圆 入 到 自身 的 K-q.c. e 
5, (0) 二 0。 那么 ,对 于 么 内 任意 两 点 n z 都 成 立 


UC — IGI < 161m — a. (54) 
E. Sjaal 238,054) BARL At TER 
Bzla— alal. 命 
z = (z 十 sy)12，r 一 12 一 zz|112。 
RITER 
B = {eir < |z — al cdjh 


首先 假定 jz 十 za| <i. 这 时 BCAGRH IB) 也 在 单位 加 
内 并 包 侣 原点 。 这 样 的 情况 下 ， 我 们 对 映射 复合 一 个 分 式 线 作 变 
换 
w — fiz) ， 
1— fw 
BR B zef 则 把 5 变 成 一 个 隔离 单位 图 后 与 点 偶 (0, e(f(z2))) 
ESS. MERIH 
1 M(B) < KM Gef BY) 


lza — azi 
< Kga) 
~ {| Ka) — Ha) 
S KE A] 
(d; EET D 
4|1 一 H(z) jiza); 
SKI Taa) fe 


15 
=< Klo ———. 
E MG ~ 01 


£o) 一 


log 


由 此 立刻 得 出 (15.4). 

现在 讨论 |%, tal 之 1 的 情况 . 白 于 是 单位 加 到 单 冬 加 的 
K-q.c. 贞 射 ， 所 以 它 可 以 美 干 单位 加 周作 对 称 延 拓 ， 延 括 后 的 贞 
射 是 全 平 测 的 多 -q.c, 矣 射 ， 并 且 把 无 穷 远 点 变 成 无 穷 远 点 。 在 
In nl > 1 的 条 件 下 ,8 与 4 的 补 集 有 交 ， 并 且 很 容易 看 出 原 
AOB. 歼 C- 儿 8) 藤 无 界 分 支 包 含 原点 及 无 穷 远 点 ， 根据 定 
理 5.4, 我 们 有 


MIB)) < M (Gi), 
其 中 4 一 |f) — FO), Ga E ER (8 DCE. 
根据 (5.45) ACEHI A AH ARER U), 


MGUD) < e (一 一 生 一 一 ). 
2424 dd 


再 一 次 利 月 关于 (imp R (184531 


"199. 


M ULB)) < log(8 42/5 — dh) d) 
< logC16? |f( s.) — Ka)! ). 


再 注意 到 MCB) — log (1/12; — il) s KMCCB)), *rBE E H 
(15.4). ZEEE. 


15.3. 平面 拟 共 形 映 射 的 偏 整 


大 家 获知 ,保持 O, L, oo 不 动 的 共 形 映射 一 定 是 怪 司 喘 轴 .对 
于 拟 共 形 时 射 厕 言 ， 这 个 结论 显然 不 成 立 ， 很 自然 地 要 问 ， 保 扶 
0, 1, oo 不 动 的 大 -4.c. 睦 射 究竟 与 恒 民 映射 柜 差 多 少 ? 这 个 问题 
由 下 面 的 定理 络 出 回答 过 个 结果 是 赂 于 Teichmaller 69. 

设 En E € — (0, 1, co) = C(0, 1, œ) 中 的 生意 两 
A. RUA Go zx) 表示 这 两 点 在 CO, 1, co) 中 的 Poincaré EF 
T IEEE 3185635 eto Toe, 

定理 153 (Teichmiiller) j$/:C — C E K-q.c. Kt, f 
FED, 1, so 不 动 , 则 对 任意 一 点 > = ú, 1, co 都 有 


alz, (02) < log K. 055) 


XCMETGRUETORRBOUS ERR IO. HEER K>! Kx, 
wat EUO, 1, oo), Æ log K = 8(z,, s), WICULPRBIT RES 0, 
1, co RAMI K-a.c. 映射 了 使 得 we = Flza). 

证 。 BE 1428950, ROME L EF E M 可 以 作为 
€(0,1, oo) 9738 ES. EEST is o, Wk 
投 嫩 就 是 模 群 ， 而 这 个 群 的 下 本 域 可 以 县 为 AJIUA, WE I 
fU PE, £ 是 区 域 二 关于 天 灿 的 对 称 像 。 对 于 一 点 ze 
ECG(0, 1, 00) RISAY we 一 f), 4E P ES UN TAREN 
ATR G, 使 得 它们 的 投影 分 别 是 = 及 e, 48 


qa) = z, q(w)-—w. (15.6) 
SAE He LE ñ kue X P| 208 352 ARH Cy 14.3). 
因此 ,由 (15.6) 有 


MIL 


T£ n [1 »n 
2 EDDA asa 
P(E a)— e(t) 

+ë A 1 n) 
se(— s na- alj EZE usa) 
2 (Lt,1,0)— (à uz) 

NERIA BER 
1 

Su D- Phyl i 

FG) = T 
ssi n eiii) 

ampa- &(15 1, 2) 

nbs)y-e( 1, 2 

e=- — 


ecu. o)- (s; 12) 
下 与 各 分 别 是 以 1, 2 51, 2 为 周期 的 双 岂 期 医 数 ,并 且 有 
= 1 - ef 人 一 
F(0) = G(0) = 1, F (1) e (2) °, 


记 0 一 C 一 {m/2 十 n3/2; ms neZ], RAAH, FERDE 
为 穿孔 平面 区 一 [0, 1, oo, z) 的 一 全 要 盖 . DUO Gi 0— 
C — (ml2 + n[15 m, n £ Z) ion C — 10, L, co, w) HUBER. 
现在 我 们 取 7:DD — O É # 的 提升 , 即 了 满足 下 列 交换 区 : 
p —41 >Ü 
F! 6 
^ * i 
€ — (8, 1, oo, 2] —- € — (0, 1, 20, wt 


显然 ?是 K-a.c 映射 ， 并 可 扩充 到 全 平面 ， 这 样 的 提升 不 是 唯一 
的 ,但 存在 一 个 提升 ?使得 (0) 一 0， 以 后 不 妨 假 定 孔 0) 一 0. # 
这 种 假定 下 ,利用 了 的 保 向 性 及 Im g > 0,Im 2 > 04， 不 难看 出 ， 
iu)-nfi-sfücns-irs. ARFS ORE 
期 性 ,我 们 得 到 以 0, 1, 1 + s, š 为 顶点 的 平行 四 边 EQ t t 
KO) &UL 0,1, [ + 2, 五 为 顶点 的 一 个 曲 边 四 边 形 , 其 每 条 边 是 
其 对 边 经 过 平移 得 来 . 
设 刀 是 在 虚 灿 上 截 距 为 “的 @ hi) K EE. WA 
f, itia m f, m 

两 边 再 对 。 积 分 ,又 得 到 


ife mE, 


应 用 Schwarz 不 等 式 ,我 们 有 
mi < NAAN 


CI d 
=< K(Imz) - (ImZ), 


也 即 

Im £ < K Im ð, (15.9) 

考虑 以 0, 1, 1 + 2, 名 为 顶点 的 平行 四 边 形 和 7"!， 重 复 上 
述 讨论 ,我 们 又 有 


Im 2 < K Im š. (15.10) 
设 < 一 Im5。 不 等 式 (15.9) R (15.10) 告诉 我 们 ,点 © RAE 
落 在 带 形 域 [u + iva K < e < Ka) 内 . 用 上 半 平 面 的 Poincaré 
度量 来 叙述 这 个 结果 ,就 是 说 ， 名 必须 蓝 在 两 个 切 于 oo 点 的 大 圆 
zame KAEA z 点 的 最 短 Poincaré ERX log K. 
现在 我 们 对 上 半 平 面 作 任 意 的 模 变换 : 


po, (^ b =(; men. 


c, d 
这 时 与 名 的 像 分 别 是 


Er lc. aG + b 
ctd cmd 
ER, p = 2, pat) — v. 于 是 在 (15.7) É (15.8) 中 分 别 
Ez Kap E ut, 等 式 依然 成 立 ， 重复 以 前 的 讨论 可 以 得 
到 


(lm 2*)/K < Im o" =< K lm z*. (15.11) 
这 表明 G" 一 定 落 在 切 于 oo 点 的 两 个 大 图 之 间 ，, ms UR i 
说 的 最 短 Poincaré 虑 离 为 log 克 。 作 上 述 模 变换 之 逆 变 换 ， 逆 变 
RIIA. 这 时 2" 与 2" 分 别 变 回 到 多 与 a, TE z” 26 log K 
且 切 于 oo 点 的 两 个 大 圆 在 变换 上 下 变 成 切 于 多 oo) 的 虐 离 3 为 
log K 的 两 个 圆 ,而 多 必须 落 在 这 两 个 网 之 间 , 见 图 15.1. UEP. 5 
O, 分 别 是 这 两 个 加 到 的 Poincaré 距离 的 最 短 的 点 ， 那 么 ;与 
,都 在 以 ?为 中 心 以 Tog K 为 半径 的 Poincaré MAE 我 们 知 


vj 


Kai 
E 
sir K|Qx 


o hca) : * 
图 15.1 


道 , 当 志 跑 遍 模 群 的 一 切 元 素 时 ,ho0) 在 只 上 形成 了 一 个 处 处 笛 
密 的 集合 .( 这 一 点 也 可 以 由 图 15.1 直观 地 看 出 . ) 因此 , Pi 与 0。 
就 在 上 述 Poincaré MREERT- THERA. TH, Z 应当 在 
这 个 Poincaré 圆 局 之 内 , 即 

8(z, 2) < logK, 
这 里 8 表示 上 半 平 面 上 两 点 的 Poincaré 距离 ,这 就 推出 了 (15.5)， 


BITTE 


从 而 证 明了 定理 的 前 半 部 分 , 

下 面 证 明定 理 的 后 半 部 分 . 189 za 55 wa 0, 1, co, H Bro, 
w) 一 log 天 ， 像 前 面 一 样 我 们 在 覆 群 的 基本 域 中 取 两 个 点 名 与 
各 使 得 PCa) 一 za, CREE ES G DMG z K z, 
re Es F i G. 设 了 是 平面 上 的 优 射 变换 ,把 0,1, ! 十 
Šos 名 分 别 变 成 0, 1, 1 + Qo Hs. 注意 到 下 与 G 分 别 以 1, 名 与 
1, 略为 双 周 期 ,不 难看 出 ,7 可 以 投影 为 穿孔 平面 和 一 {9,1, 00, 
z) 到 C — (0, 1, oo, wo) A9 — BRE f, 并 保持 0,1, oo 不 动 ， 
f(so) 一 we. BA f 5 T SBI HR RO 

lnz Ing 
KL] = KIT] = max f, ue. 

男 一 方面 , 若 Y Z SI zt Poincaré H4 E 


¿(ae swo) = Blins ñ) 一 ia 
im Ze 


Im Z; 


> | og 


= log K[f]. 


因此 ,由 log K = a(zo, wo) 推出 K[f] < K, EBI f E: K-a.c. B 
射 ， 定 理 征 毕 . 
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设 f 是 保持 无 穷 远 点 不 动 的 全 平面 的 K-q.c. 映射 . ZGX EE 
中 我 们 要 研究 在 上 的 映射 下 ， 任 意 一 个 圆周 的 畸 交 状况， 更 具体 
地 说 ,就 是 要 给 出 
max [Gn + ro) — flso)| 
min |f(ze + re”) — f€) [ 
的 上 界 估计 ， 此 上 界 只 依 赂 于 KK 而 与 7 无 关 ， 这 种 估计 式 在 下 一 
章 的 拟 贺 的 讨论 中 起 重要 作用 . 
引 理 15.1 x d: = n(z)ldz| E. C(0, 1, oo) 的 Poincaré BF 
E. Hx T4ES- R2 € (0, i, co) 都 有 
ale) 2 al lei) (15.12) 
H 


(r> 0) 


W Becr" 是 给 定 的 点 .由 对 称 狂 显然 有 
alre”) = gire”). (15.13) 
BERE z 在 上 半 平 面 , RO << 8 < z. 取 a= 6/2 + l2, 
HÆ C(0, e, oo) R ČUO, e“, oo). Rm) 55 mC) 分 别 
E Ë(0, e, eo) 5 C(O, e, o0) 的 Poincaré BEREISE Re6n 38. 
BR EG TID a HHU 3E4T3ESeti, 如 果 点 -旋转 到 点 1， 
则 一 re4 旋转 到 ra; 1058 gi, cn 族 转 到 点 —1, | 一 re TERRI 
一 r， 因 此 ,我 们 有 
Mre) = (re), r) = mri). 

由 此 可 见 ,为 了 证 明 (15.12) R, ABER 

m(— ref) > mlret). (514) 
为 此 ,我 们 引入 函数 

AGz) = log LG) /mG) T. 
SA, hla) TE 0, oo, eh, ce 之 外 处 处 光滑 ， 且 在 实 轴 上 除 0 与 
oo 分 处 处 为 雪 ， 现在 进一步 说 明 A (e) 在 0 及 co 有 极限 . TL 
glu) ERRRRK, AXE 8 14.2 中 所 定义 的 区 域 . KAYE Ak 
形 映射 为 上 半 平 面 这 一 事实 ,不 难看 出 映射 

zt exp(sid( —1/2)). (6 = 97) 

在 = 一 0 点 附近 是 共 形 的 ， 设 


ee [so 全 1j — az am toos, 24 0, 
P 


则 
zig (- i) = log(az 十 om 十 .….)， 
XXE IE x m ORE, 
= p 
a(z) Iz io eT’ (15.15) 


Hh p EESAN, E. pL0) > 0. 由 二 与 wm, 孝 是 由 7 作 自 变量 
的 旋转 得 来 , 所 以 应 用 (15.15) 可 以 证 明 n fon 在 * 一 0 时 的 极限 
为 1, 也 即 

A(z)— 0 Cs 0), 
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类 似 的 放 论 也 适用 4* 一 oo 的 情况 。 AH AC 在 6 See RR 
义 后 成 为 在 实 轴 上 处 处 连续 的 浮 数 并 且 在 实 轴 上 处 处 为 替 ， 
h(a) f F EI BE C 点 处 处 光滑 , 且 
hle) — +> (Gne e"). (15.16) 
TAFE RANEA A Qn) 在 下 半 平 面 处 处 22 0, SERE ELEC 
h f F3E 3204 - AVETE. BÚ AEE TFET KARO 
EURA (15.16) 及 lg — 0), Ut z JE k O MAL t 
Ap = Milea) + COP 0. (5.17) 
但 是 另 一 方面 ,由 于 Pencact 度量 的 曲 变 为 — 1, 新 以 
Algar = —1, j= 1, 2, 


Wit. 

Al. = (Atogm — Alogm la, = nC) — sns). 
4E Ala) < 0, HEU mne) non). 于 是 AM. 这 与 
(15.02) 矛盾 ， 这 一 矛盾 表明 在 下 尘 平面 不 可 能 大 负 值 ,也 即 证 


明了 
m) > nl) dms, 


特别 地 , 命 2 = — re", 即 得 到 (15.I4]。 证 毕 ， 
引 理 15.2 没 是 平面 上 全 体 保持 0,1, ce REN K-q.c. 
佚 射 疡 组 成 的 函数 于。 对 于 任 章 一 个 1e RA 
LC] < sup Lg D (15.18) 
证 。 ”根据 定理 53, 我 们 有 
ae, JC) < log K. 
设 7 是 点 S LIC) 的 最 短 连 线 ,那么 
ee ftem) = | nte) del. 


TIRIH 151, 
5C, (C02 | Cols DIn m tis Mem. 


于 是 
8(—1, — |j”) < log K. (15.19) 
设 m-l ll, m) 一 log K, RAER 15.3, fF 
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在 一 个 映射 8《 多 Bub aC 1) 一 ws BR 
8C—1, g( —1)) ~ log K. 
由 (15.19) 即 得 
5(—1, —1/(G20)1) S< 8(—1, —1g( 1) ) 
BOR I)! < igl. ub, 
定理 15.4 (Teichmüller) Wt f:C — C g K-q.c tg. Du. 

HERD (270 及 点 和 都 有 

verint em edo (15.30) 

min if(m toe) fial ` ' B 


(kB 2CK) KER $ 14.3). 
证 ， 显然 ,不 妨 假 定 m 一 0 至 拓 0) — 0. ERRE HE 
下 ,要 证 明 的 是 


max|f(re®)| 
2 


reo ACK). (15.21) 
Ja (E (Cn) = miaf fC). EPIRI 

zi Fia) = fla) i ta) 
IE K-q.c. tR a, i, ORA HIE 15.2， 对 于 任意 
的 8 都 有 

fte) < siplgC — DI. 


所 以 
maxa) < suplgC DT. 


也 多 
malfi) 


aaay] o na DI 


EJ Sp T FB (15.21) RB UEER 
18( 一 1)1 < (K), Vge V, (15.22) 


B B E NË OC ES ERIS L—1,0] 及 [1, 00) 的 余 


集 ， 由 (5.21) 知道 MCB) 一 FERRA 


KEDI 
MGD «as (J 1L GL) 
— uai 1 + I T1107) = MET, 
其 中 Ta 表示 Techmü'ler Ki, R= |g- DI. 因为 8 XX 
K-q.c. 映射 ,所 以 
x—MODSKM(GG)) < KM(T.), 
也 即 


iuro " R= [gC 71017. 


按照 过 去 的 记号 这 个 不 等 式 可 以 写成 
AG) = AclgC- 1170 2 +. 


AW 1g(— 1247 2 2(1/K) = [AGO E, MA (15.22), TERR. 
这 里 应 当 指 出 ,估计 式 1520) 是 精确 的 . p 3 REA OY ES 
E S= [z — z+ iy:0< z< 1, 0< y< 1; 党 水 平方 向 拉 伸 汶 
JE R — {z = z + iy:0< zx < K, (< y < L) 的 仿 射 变换 ， 
因为 H(—1, 0, 1, oo) A :。 所 以 存在 一 个 共 形 睦 射 中 把 如 
变 为 s. 并 把 点 一 1, 0, 1, 00 分 别 对 应 于 0, 1, 1-2 i, i. 32M. 
据 1(K》 的 定义 可 知 ， 存 在 一 个 共 形 映射 0. Æ Al, 0.17 
2(K), œ) 睦 为 R(0, K, K + i, D ER FETU A tk DOE I, 这 样 
映射 j= d'op 是 好 到 育 身 的 天 -q… 上 映射。 显然 ，7 可 以 下 
MOERS ACE K-q.c 映射 。 对 于 这 个 映射 f, 我 们 有 


2 dcn Une Cl 
MET TAG S sis CZ] 


< AK). 


ERST XU AHR (15.20) 等 号 成 立 。 
* * 水 * 
注 。 霖 定理 中 的 系数 16. fEZCDAK UE K FOE, PORT S GS. 
更 确切 地 说 ?不 可 能 用 比 16 SUIS RPREREEUS 16 使 森 定 愤 中 的 站 计 式 对 
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—WJi e SE R fJ K-q 映射 成 立 ， 这 一 点 请 荔 见 Ahio pil 

森 定 理 的 结论 也 可 以 改写 为 

Wb esti, anno, 
对 于 这 种 形式 的 森 定 理 * 常 数 4 PI DL — T tit F K DOS I UMOR ICE 
[ePTFE 

并 且 这 个 估计 是 司 确 的 。 这 一 结果 最 早 是 由 王 传 芳 得 到 的 ( 见 [86]). 

关于 把 共 形 肌 射 的 偏差 估计 还 有 其 它 类 型 的 问题 ， 砚 道行 % Hist 
数 中 的 参数 表示 法 引入 到 拟 共 形 映射 之 中 , 并 得 到 了 很 好 的 结果 . 何 成 奇 *? 
XT ROGER kU ZE Ut bk T HR EE T in tii. 这 一 结果 在 讨 
TOOBÁCRLEHEIN TLCTEBR PPE T EET. R. 


MILI 


第 五 章 f 周 


大家 知道 ,在 全 平面 的 去 形 映 射 ( 即 分 式 厂 人 性 变换 ) 下 ,网 质 的 
课 仍 是 贺 周 (直线 被 看 作 是 通过 光 穷 远 点 的 图 周 )。 现 在 我 们 把 加 
周 在 全 平面 的 拟 共 形 映 靳 下 的 像 称 为 拟 到 周 。 太 章 的 主要 目的 是 
刻 划 氢 贺 周 的 分 析 与 几何 的 特征 。 这 里 的 讨论 将 在 拟 Fuck: Bf. 
万 有 Teichmüller 空间 以 及 函数 单 叶 世 的 研究 中 得 到 应 用 。 


$16 拟 圆 周 与 氢 共 形 反射 
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XX161 ik f:C— € 是 K-q.c. qd. NOISY 
TUS sc BE fht FHR, Dic HUMOR AAA. U) K HUB Fi 
2938 PER DC IR M K OUI 

首先 一 个 问题 就 是 任意 一 条 Jordan 曲线 是 否 者 可 以 作为 一 
个 报 圆 轴 ， 下 面 的 定理 给 名 泄 贺 周 的 一 个 必要 条 件 ， 它 以 否定 的 
敌 案 回答 了 这 个 问题 ， 

定理 16.1 设 C 是 一 条 过 无 穷 远 点 的 涵 图 于， 那么 对 于 C 上 
BERZA ENTE 都 有 

Ie — z;| + |z; — al < CKE)0n — zm. (16.1) 

xk. 根据 定义 ,存在 一 个 K-q.c. BRUM + (不 妨 假定 入 %) = 

co) 使 得 c = f(R)U { co1、 开 地 任意 三 点 n, n, €C, PE 
nns é R, (BH 


zi 7 l(2)),1 = 1,3,8. 
我 们 不 站 设 nnn. Un 3 Habt UL ne a ALE 
€i, 再 以 为 中 心 和 以 一 5 为 半径 作 图 Ci;， XM, IO) 与 
KCD EHR Jordan 曲线 ,它们 只 有 一 个 交点 s. RIER 15.4, 


nis 


我 们 有 
bn — a| AGRO) wl Va € iC) 
lm — al mi) — us. Vue CC. 
于 是 对 于 任意 的 ve CG — 1,2) 都 有 
|z — zf b — nd SACKA |z, — an| + |z, — uil. 
特别 地 ， 我 们 选取 o, 与 oy 是 s 到 ss 的 直线 段 分 别 和 f{C1) 与 
íCC 的 交点 。 BA, |= mlt [z ml Im anl, FE 
即 证 明了 (16.1), WEH. 
现在 我 们 根据 这 个 定理 判别 下 述 曲 线 是 否 是 拟 贺 周 ， 曲线 C 
是 由 正 实 轴 与 曲线 y = = (z 20) 组 成 的 ， 对 于 这 条 Jordaa HH 
线 , (16.1) KE. WX EEn-—06n-:-0,5-—5-iz, 
这 时 
PETE 
1a — zl E 
趋 于 co (z — 0). Elit, C 不 可 能 是 拟 贺 周 . 
Te fe I BJ AR RS [REO 8 4 814 66 DT e REUS. CE DURS th 8 e W 
FIR 898). 
有 例子 表明 拟人 铅 周 可 以 是 局 部 不 可 求 长 的 . (ML [54])。 这 
说 明 拟 圆周 的 复杂 性 与 广泛 性 。 
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刻 划 一 条 Jordan 曲线 是 否 是 拟 圆周 的 最 简单 的 说 法 是 借助 
于 氢 共 形 反射 的 概念 , 

定义 1622 设 C 是 一 条 Jordan 曲线 , 它 把 平面 分 作 两 个 连通 
的 分 支 4 与 A. 车 A 到 4; 的 同上 胚 4 是 反 向 拟 共 形 映射 (也 即 
i 是 通常 意义 下 的 拟 共 形 映射 ), 并 且 保持 C 上 每 一 点 不 动 , 则 称 f 
为 拟 共 形 反射 

XC 是 拟 贺 向， 则 存在 一 个 拟 共 形 映射 8:C + C fce» 
实 轴 , 把 C 的 补 集 的 连通 分 支 之 一 ,比如 4,, 变 成 上 六 平面 。 这 时 
我 们 定义 d= ggl). PA i EA HWA, HERRA 


^ 1127 


RIHD 


拟 共 形 映 射 ， 很 容易 看 出 : I) 一 2. 2€ C. 因此 ,我们 证 明了 
对 把 贺 届 总 看 在 拟 共 形 反射 . 

反 过 来 ,假定 对 Jordan if $ C Ze TE RIJETE LAE I: A, — is BR 
么 映射 
eG), Imz > 0; 
feq(z), Imz < 0, 
RORIS UICE IE, HA Rum E ESE TE A gn ETE 
Hd. 显然 , 8 把 C 变 成 实 轴 ， 因 此 ,C 是 拟 圆 周 。 这 样 ， 我 们 证 
明了 

定理 16.2 Jordan Hik C 是 拟 贺 周 的 充 要 条 件 是 关于 C fe. 
在 拟 共 形 反射 。 


£i» ga) 一 | 
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设 C 是 一 条 Jordan HR, A 与 4: 是 它 的 余 集 的 两 个 分 支 。 
Xika € C 是 任 总 取 定 的 一 点 ， 而 8 与 4 分 别 是 把 4 与 4 变 为 
上 半 平 面 与 下 半 平 面 的 共 形 肌 射 并 且 它 们 都 把。 点 对 应 于 无 穷 
远 点 。 由 于 C 是 Jordan 曲线 , 所 以 与 都 可 以 同 胚 延 拓 到 人 C 
上 ， 那 么 这 两 个 共 形 映射 在 实 轴 上 诱导 了 一 个 同 且 : 

A = pop™|R, A(c0) = oo, 

定理 16.3 Jordan 曲线 5 是 拟 圆 局 的 充 要 条 件 是 上 述 同 胚 A 
是 某 个 拟 共 形 映 射 H>H 的 边界 值 . 

证 。 若 C 是 拟 圆 局 ， 则 存在 一 个 氟 共 形 反射 fio. dn 
8 一 Vefog^, We E Ep rE] 9093257083, B e| R— 
pop“ R. 

反 过 来 , 若 存在 一 个 拟 共 形 映 射 &: 召 一 H, 则 映射 了 一 o^ 
(zog) 就 是 4, A: 的 一 个 拟 共 形 反射 。 由 定理 16.2 可 知 C 是 
一 个 拟 圆 局 ， 证 毕 . 

我 们 可 以 这 样 解法 定理 16.3: Jordan 曲线 C 是 拟 圆 的 充 要 条 
件 是 ， 它 的 补 集 的 两 个 分 支 分 别 到 上 半 平 面 与 下 半 平 面 的 两 个 共 
形 映射 ,可 以 通过 一 个 拟 共 形 映射 在 边界 上 粘 合 在 一 起 。 
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517 边界 得 问题 
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在 上 一 节 中 我 们 已 经 看 到 ,判别 一 条 Jordan WREE EUR 
周 归 结 为 判别 它 所 诱导 的 实 得 同 胚 二 是 否 是 一 个 拟 共 水 映 壬 的 边 
BB. En. A TME— P BERERATAUS , RILA AHAH 
V KHARE RR 2 — uE pb I z: H — H MS 
3h SER JE SERRE RT 22 

XT e Ela br AWK ER B P015 RE TER, CUR TER AUIBUS 
ARIE SURE FCU ni X E Ty RERO I il 

frük—Brh, Ru fex Soie à E — ut EP Fi b FÉ 

设 z:H — H 是 Kc B, ARR 是 它 的 边界 对 应 ， 
并 且 A o0) — eo, PUTES SR EASIEST xn nbi G0), 
这 时 ， 


l 


MHCm, hr — 1) kla), Al + r) 

< KM(H(co,z — rax + r). (17.1) 
还 过 分 式 线性 变换 ,我 们 可 以 把 H(co,r — 1.5, 0 共 形 映射 
X Hl, 1,0,1), 而 后 一 个 苞 边 形 的 模 为 |， 另 外， 通过 分 式 
ERRITAN 

Hi co,&(x — (D), A) hlr + ¿)) 

共 形 映射 为 Ho, —1,0,A(2,00), x! 
ala taAa) 72) 
Ma) — Mx —1) 
BERRIERI, Alo) 一 M (Hoo, —1,0, 0). 这 样 ， 
HEAT 就 变 成 


Alr) 一 


A(A(x,r)) =< K, 


[d 
AU) S LK), (17.3) 


ILE 


显然 ,下 列 不 等 式 也 成 立 
M(H(oo,z — tr + /))/K 
x M(H(Coo, (x — 1,5) Az + 0). 
由 此 推出 : 1/K < A(A(r..)). IBI 
AC /K) < AG, 07.4) 
回顾 à(1/K) = LACK), Bm (17.3) E (17.4) 得 
MAC < Ax, S (K), Vre R, > 0, 
也 即 
1 A(x + r) — A 
RET AO ae) SO onm 
(Yre R, > 0). 
定义 17.1 一 个 实 值 沙 数 被 称 为 是 2 MHR WREEK 
轴 上 连续 递增 涵 数 ,并 且 满 足 所 谓 。 条 件 : 


alr te) al) ñ 
e <o <<" vre R, > 0. 


定理 17.1 AG) JELEGESEDUHEEI RURAK MKE V H 65) 
边界 慎 的 必要 条 件 是 AR) 是 1( K) USATE. 
17.2 Beurling-Ahifors 定理 


定理 17.! 的 逆 命 是 也 成 立 ， 也 就 是 说 ， 拟 对 称 函 数 一 定 是 某 

个 拟 共 形 映射 的 边界 值 。 这 个 结论 是 由 Beurling 5 Ahlfors UEBA 

的 。 他 们 的 证 明 是 构造 性 的 。 设 是 P 氢 对 称 西数 。 他 们 按照 下 
列 方式 把 映射 > 上 > h(xz》 从 实 轴 扩充 到 上 兴 平 面 : 

(xy) 7 Gl Y) on y)) y > 0; (7.6) 


uy) 1. Lf [h(x + r9) + Mr — yy], 


(sy) — i [M + ty) — Ale — ())de, 


其 中 上 > 0 是 待定 参数 。 Beurliag 与 Ahlfors 证 明了 映射 (17.6) 
是 上 半 和 平面 到 自身 的 一 个 C 类 乒 拟 共 形 映射 ， 以 上 为 其 边界 值 ， 


-use 


并 通过 适当 取 e 的 值 给 出 估计 式 ? 
K < >. (17.7) 
这 里 我 们 并 不 关心 民 的 会 值 优 省 , 取 参 数 ， — l. 这 时 ,函数 
M tj o TAS, 
niay) = È | aar, (24) 
29 dry 


(ra) = E (全 kd 一 É, Da). U79) 


dixi GR Sra ih 
lim u( 2,5) = Als), lim e(z,y) = 0. 
BEREAK 1 一 + io Eh E 000825 a. 另外 一 方面 ， 从 
(17.8) 与 (17.9) IS DUE ERR ASASI. de 
ac 1 (ab y), a= a — yy r= 1460, 
2y zy 2y 


pe. La 
^ zl MM À zl. Ade. 


JA, a = a — 8, u= a +f — (a +ñ), w = a+ 3— 27, 
s, (a—6)—(a —80. 直 搁 计 算 表明 
Pr Le 
—2[(a— a)(r — 22-4 (A, — Aa — r)1. 
天 用 上 的 单调 递 蜡 性 , 容 县 看 出 : a> a T 27 8, 827 B, a, 
从 而 h> B-A RIA 
10,41 + las] ie +u + +) 


= (a, — =Y + (à — 8 + (a — rY + (a — Y. 
于 是 ,注意 到 Acr, BEE 
1) Beuling 与 Ahltor* JEO TFI M. 首先 治 出 这 个 估计 式 完整 证 上 的 是 
keec， 这 是 一 个 很 长 的 证 朋 ， 一 个 较 茶 短 的 证 肯 请 见 元 学 学 要 ;第 25 84 期 
(1981). 
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19. A lAl < sua. qp 
d atr € (184 + 18412 
— C — e) + (à —8y (ovy + (08 — Y 
[(a — a)(7 — 8) + (ñ — 8€ — Y) 


«(fm ch. ut, r=). 740; 
SY é c a ĝi B [3 L1 
HeRR oa > r, RIA 
aa 一 a o aY 
yp Sr Se (17.11; 
此 外 
sag Lus Lus 
"= Ww 5 MOTO 
=> +L Jue +y KG Me 
25 ha 
=r + Lp n — (21 Í Rd 2742) 
2y ^ 


Km RO — lala t y) — GOV EA 十 ?7) — G2]. 不 难看 
H Ë E e J e 氢 对 慰 函 数 ,并 且 £00; 一 0,70) — 1. 因此 ,由 p 
条 件 推出 


1 HE! P 
<5(-) < . 1243) 
1 十 p (Ds gnis 
M ia 1 1 . 
j DE FAROL > Z + ; (17.14) 
, £ 2 1te 
六 1f. 20-1 
j, KO4 x y t | Oa < TEJ. 075) 


f (17.12) R (75) 得 
m < r + (a — 7)(20 + 1)/2(o + 1), 
于 是 


Tot (tI rË a Let 
a— m lati aY Noti 
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& ¿(o + 1). (246) 
因此 ,我 们 又 有 
Bp «IT cuoi) 747) 


a—au ^ a—a 
完全 类 似 地 估计 鹿 的 下 界 , 可 忆 得 到 
SY geo 1). 17.18 
"er <Il + 1) ( ) 
XE (17.11) 及 (17.16) Æ (17.18) 得 
18,f| + 10,1l 
ag ag S ot l). (17.19) 
X8 ERI. J 是 Beltrami 方程 91 — 4041 一 0 的 连续 可 徽 解 , 其 
th a= 04/04. 由 (17.19) 可 知 ， 
lal < (8o(p + 0) — 1JESeCo + 11 + 1]. 
TURIMASUR, f 一 q(wlx))， 其 中 w 一 wla) 是 以 上 为 复 特征 
的 涪 共 形 映射 ， 而 P 是 全 纯 函 数 ， 由 于 了 及 ww 在 实 加 上 者 是 一 一 
的 ， 所 以 在 边界 上 也 是 一 一 的 ， 从 而 呈 在 其 定义 域内 部 也 是 如 
此 ， 这 就 证 明了 f 是 拟 共 形 扫射 。 再 由 (17.19) 可 知 了 的 最 大 伸 
HR S elot) REAT 
定理 17.2 对 于 任意 一 个 P MARAR A, FET K-a.r. 
ER H>H 以 为 其 边界 值 ,这 里 K < plt l). 
由 定理 16.3 及 本 节 的 结果 立刻 推出 : Jordan. thtt c EMA 
TR Je SER rH Sp S ffe] RR o es EL REIR RC. 
, 


17.3 Beurling-Ahlfors $-3kt5 0k e tk 


MUESERUBUSUA ET. FT 2WE 8 EINEN. (B 
是 为 了 后 面 其 它 问题 的 需要 , 我 们 还 要 对 Beurling 与 Ahfors 所 
定义 的 拟 共 形 扩张 作 进 一 步 的 讨论 ， 我 们 要 证 明 这 样 定义 的 拟 共 
ERE H>H 在 上 半 乎 面 的 Poiocaré 度量 下 是 批 保 距 的 ,也 
RER FERRAT eiA C E 
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COIR IF -as 
RERIERURA APA, KER H: 
MED < IS) + |8;f| lda] 
=D- Jjdz\ 
< Bolo + Df e. (17.21) 
我 们 已 经 计算 过 
4, = [a — a(Y — 4) — (3, — 9a — v)]. 
注意 到 a > >， < >Y， 即 得 
#<2[(a — v) —2g + (7 e 


=e (r-i (r — gy 
«4v — 3)”, 
BD 
Ph < o[A(x) — &x — 9). (17.22) 
另 一 方面 


ie m so m Lat e ite aa 


2l [tc ~ hs — 12e 


4 大 站 一 [As) — (e — niiso0 —46 —»), Wie 
SESERGEBCEBERILAA i0) 0, Ml) 一 i, 由 不等式 
(17.14), RATE 


[GG — Ke inam io pg T n. 


2(ocr 
因此 ， 
imf (=) 2 PEE LAC) — Ax — 90]. 
再 注意 到 (17.22) ,立即 得 到 


Y, & hoplp + Iina). C17.23) 


PL 


由 (17.21) R (17.23) 推出 
[af < 128g(o + Im ds/ 
这 就 证 明了 《17.20), 其 中 C = 128g (o + 1. 


$18 拟 圆 局 的 几何 特征 


18.1 有 界 折 转 的 概念 


一 条 Jordan 曲线 C 叫 作 太 有 界 折 转 的 ， 如 果 存 在 一 个 常数 
£ > 1, 使 得 曲线 C 上 任意 两 个 不 同 点 n 与 n 所 确定 的 两 条 弧 ( 即 
€ 一 Gun) 的 丽 个 分 支 ) 中 至 少 有 一 条 绝 的 直径 In 一 nl. 

很 容易 验证 ， 在 4 16.1 中 所 举 的 例子 就 不 是 有 界 折 转 曲线 . 

直观 上 看 ， 有 界 折 转 所 排 除了 曲线 有 某 种 “ 尖 角 "出 现 的 可 能 
p. 

我 们 已 经 知道 , 若 C 是 一 条 通过 无 穷 远 点 的 K 拟 圆 局 , 则 对 于 
任意 两 点 a 与 ne C 以 及 以 客 们 为 器 点 的 有 界 狐 上 和 任 疮 一 点 = 
BA 

Iz — a| + 1e — s| UR) — nl. 

Wn Se MERARI Ci, KiS we Ci 并 使 得 [5 一 必 
等 于 C, 的 直径 (CJ). 因为 

Ii wl Intl le — wl. 

W w| g latl H las, 
所 以 

2 wl <la — S| + | — $| + Im — wl + Im — zl 
< 2(K)n-— ul. 

也 即 KC) < LK) |n 一 sl. 这 表明 通过 无 穷 远 点 的 拟 圆周 是 
有 界 折 转 曲线 ， 下 面 即将 看 到 ， 任 意 一 条 拟 圆 局 都 是 有 界 折 转 曲 
线 , 反 之 亦 然 。 


182 拟 圆 局 的 有 界 折 转 性 
定理 18.1 Jordan 阴线 5 是 拟 圆周 的 充分 与 必 竖 条 件 是 人 是 
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mbi ra Pt, 
ik, HELEH. 设 C 是 民 所 圆周。 这 时 存在 一 个 KK-q.e. 
映射 fT 使得 C 的 像 是 页， V ztnfic EGERIT 
B. Cc C, Ë C 一 (mh 的 两 个 分 支 ， 命 
d mmis ml, à = mala — mi. 
E mindah) € z — ml 则 C: R C; 的 直径 将 不 起 过 215— 
al. HEBE ¿> lw 一 ml. ! = 1.2. Ff: stat 
B = {n]a s| < lz — «mad dt. 
又 设 Lec; 使 得 dj | el (= 1,212. A ik. 我 们 
TE fa) = 0, A) = oo， 这 时 显然 有 
HC] < [a)l (a&1) 
并 且 1B) 是 一 个 分 隔 点 俩 {0; 蕊 za) 与 (o0, (50) 的 双 活 通 
HR. E Teichmiiller 模 定 理 ， 
M GO)  14G0/ VOOM LDC] + LS D. 
HEX (18.1) 即 得 


MG) < 22( 


T 
rus 

TG OK KEE BATA 

minCdisd1) 一 M(B) < KMU(B)) < Ka, 


la 一 2 


log 
也 即 


min( di di) < e“"|= — ml, 

这 表明 C, sË C; 的 直径 将 下 起 过 2c*",z1 一 ml. RE, CHAR 
fitit. 

MEATA HAIER. 没 C 是 有 界 折 转 的 Jordan (f 
线 , 即 存在 一 个 常数 (608 C E EORR ILE mi Ims BACC 
I EE Ra al 其 中 C 5 CR C 一 zz) IBERIA. 

设 C< 将 C 分 成 两 个 区 域 4.5 由 。 下 面 证 时 关于 C 在 在 一 个 
JO OU 81, Tr EBR C ER F. 

设 z, za mo me REC EER a ife 


uiae 


M(Ai(G 252,20) = |, (18.2) 

Wen 5h DIERE Ales zs mo m) 的 第 一 组 对 边 与 

第 二 组 对 边 在 4, mE RR CET Ff. EA 中 在 意 取 一 条 

第 一 :组 对 边 的 走 线 8. M sa€ 8， 蚌 8 的 中 点 ,? 是 8 的 长 度 . 命 

2f, «€ ls 一 zl «1/2; 
ola) = {lfe — ze, 2 |z — z| + 

0 HEA. 

二 组 对 边 的 任意 一 条 连 线 了 在 圆 |s 一 nb < £, + 4/2 内 的 长 
Eme. 所 以 rT 的 pe 长度 

as, ; 
Sym f oa e | = ba (1 +38), 


mi A ke ERA 
LEES il edy Z a[i + 2 es (t +N, 
上 ; 


由 第 一 章 关 于 极 值 长 度 的 讨论 可 知 ， 
- NEAD Aa 1 + 282 
I= MCA) & (1 uL LE J) me (1 + 2). 


Eth, 
er) (1.3) 


$3 
又 央 为 上 是 第 一 组 对 边 在 A. 中 任意 一 条 走 线 的 长 度 ， 所 以 册 
(18.3) 立即 推出 


En 
= z r. 18.4 
5, r < ) 


现在 假定 A 与 A 分 别 是 拓扑 四 边 形 dinum, m n) 的 第 
一 组 对 边 与 第 二 组 对 边 之 间 直 线 连结 ( 连 线 不 一 定 在 A, 之 内 ) 的 
fiim. XU En 分 别 是 第 一 边 与 第 三 边 的 点 * 且 使 得 
A -'h-ül. 
Rh 55 GE CA EIAS SL ECT RU S iUm mes ro) 的 第 
DRSNA, RE CEAR H REEE, EA G 与 总 为 端点 的 
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两 条 弧 中 至 少 有 一 条 能 被 一 个 以 As 为 直径 的 圆 盖 住 .因此 ,第 二 
边 或 第 四 边 镍 该 圆 盖 住 。 不妨 设 第 二 边 如 此 。 这 时 我 们 可 以 断言 

mAi 2 CA, (18.5) 
如 其 不 然 , 则 有 A, > KAi/r， 这 样 ,第 四 边 上 每 一 点 到 圆心 的 距 
离 大 于 或 等 于 

A, — kA,/2 > kA — kA2 > kA,/2, 
ARER e SEE g rE ik il 2 AM (RES ib W iw ltr, 
所 以 该 圆 的 某 让 圆 绝 一 定 是 第 一 边 与 第 三 边 在 A 内 的 连 线 。 于 
是 ， 
8, < xKA, < rÀ, < Tän 

与 (18.4) 矛盾 .这 表明 (18.5) 成 立 . 

现在 进一步 证 明 ,存在 一 个 与 点 zi: z mom 的 选 至 无 关 的 党 

数 天 ,使 得 只 要 (18.2) 成 立 就 有 
MAG 2,22)) < K. (18.6) 
由 C 的 有 界 折 转 性 可 知 ,存在 一 个 加 (a:a — Coi < kAJ21 ait 
第 一 边 或 第 三 边 ， 我 们 考虑 函数 
(= [^ 当 lg 一 5 < A, + kA,/2; 
o, ERCA. 
这 时 ,第 一 边 与 第 三 边 之 间 在 4; 中 的 连 线 的 o IER AL DLE, 
M (Ai na 2. mim)) 二 Al 十 AAS 
Kall + RAVD2AD! < sU + n Í20Y, 
(这 里 用 到 (18.5). ) 这 就 证 明了 (18.6). 

设 ? 与 少 分别 是 稳 A, 与 A, 变 成 上 半 平 面 与 下 半 平 而 的 共 形 
映射 ,并 且 剖 把 某 个 点 se C 变 成 无 穷 远 点 。 RITE BEREE 
b oç R. TEXCMLEAERUSL AR rir, U> 0). HB 
么 相应 地 在 C 上 有 三 点 m= gl), soe Gn 
qr +). fr m — a. 这 上 时 MOL G2, 2520) 一 1。 由 已 经 
证 明 的 结果 有 M(AXK ztmyays)) < K. Dit. 

M(LQG + t) hle), hla 一 站 co)) < K, 
其 中 表示 怀 半 平面 ， 此 不 等 式 也 可 写成 
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MHL, hla — 1 Ae) ,sr 寺中)) < K. 
RARA EAK) 拟 对称 的 ， 因 此 , C 是 拟 加 局 ， 定 理 证 毕 . 
` * * * * 

TES (QF ESL EBUXURUA ZCISER RU RE Plugi, Ti Ahio" 作 了 
BARR. gut eETUBII EX EKA. HAFAN 
用 ,例如 #, J.L Puch. PE. EC EL OT Eh hik tn, 

Jf Bearng-Ahlins HAET EEK (RIO VEA F # T (y, 
后 前 最 好 的 结果 是 Lehteen pyt, Kx20, RECEA T st RC 
1 2 已 不 能 :一 胸 邮 再 改 小 小 


O KEPPA A, 38 29 & 1984), ASEA E A ZD 
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第 六 章 ”解析 函数 的 单 叶 性 与 拟 共 形 延 拓 


我 们 在 这 一 章 中 将 研究 一 个 疝 部 单 叶 的 解析 号 数 在 怎样 的 条 
件 下 一 定 是 整体 单 叶 的 ， 这 个 纯 属 经 典 解 析 肖 数论 的 问题 竟 与 拟 
共 形 映射 理论 有 关 ! 这 种 联系 主要 是 由 Ahtfors 建立 的 。 他 证 明 
了 一 个 拟 圆 内 局 部 单 叶 的 解析 双 数 在 其 Schwarz 导 煞 小 到 某 种 程 
族 时 , 它 一 定 在 整个 区 域 肉 单 时 ， 并 且 还 能 油 共 形 延 拓 到 全 平面 . 
AER TER Ablfors 定理 之 外 ， 还 将 证 明 只 有 拟 圆 才 具 有 这 种 
华 质 。 这 个 结果 是 属于 Gehring 的 - 


$19 Schwarz 导数 与 Nehari 定理 


19.1 Schwarz $% 

35 ! 是 区 域 口内 的 解析 函数 ,在 点 = 处 导数 F(E) > 0， 我 们 

定义 /在 点 = 处 的 Schwarz 导数 是 
$)- (E Le» - 


y 


1 ít 
2 (5 EE ) 

很 客 易 站 接 验证 分 式 线性 变 条 的 Schwaz GRAE. 

对 十 局 部 单 叶 的 全 纯 函 数 。Schwarz 导数 是 有 定义 的 。 完 地 
半 纯 到 数 ,其 Schwarz 导数 在 极点 处 的 定义 是 

So) 一 5,00. 

这 样 定义 是 合理 的 ， 因 为 这 个 公式 完全 纲 函 数 1 在 其 非 零点 成 
3. . 
Kt, TEE PDC IRA IE RERO IG PERS PURIS RI] Schwarz S 
SCO BRI Bb REOR XE X 3F EL E — TERE R. 

设 1 与 是 两 个 局 部 单 叶 的 半 纯 销 狗 ， 并 瑟 复 合 削 数 feg 是 
有 意义 的 。 这 时 下 还 公式 成 立 : 
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$5, = SEIR? H Spa (19.1) 
设 口 是 一 个 单 连 送 区 城 。 若 9 是 口内 任意 给 定 的 一 个 全 疆 函 
TOR ELE E RS nt e ani T, 使 得 3 — po 这 
个 问题 的 富 答 是 肯定 的 . 
事实 上 ;我 们 可 以 在 口内 考虑 方程 


PES 于 we 一 下 (19.2) 


这 个 方程 在 每 一 点 me D IEMBNUAKTR US OH Taylor 展开 式 
来 确定 儿 的 一 全 局 部 解 ( 丝 较 系 狼 法 )， 这 个 局 部 解 依 思 于 两 估 复 
数 僻 数 【 即 解 在 该 点 的 值 及 其 一 阶 导数 的 值 )， 我 们 可 以 从 某 一 点 
出 发 ,用 解析 延 拓 的 方法 , 抬 局 部 解 连 接 成 一 个 整体 解 。 显然 ， 由 
于 区 寺 口 的 单 违 通 性 ， 这 样 延 拓 得 到 的 汤 数 不 可 能 是 多 值 的 、 适 
SERER, 我 们 下 以 在 区 域 瘦 内 求 得 两 个 线性 无 关 解 w 与 an, 
因为 它们 满足 方程 式 《19.2), 所 以 u — um = 0, 48 
dw uy = c3 

< 是 一 个 常数 ， 中 尺 为 w E us 线性 无 关 ， 所 以 “天 0 dr d 
nbus, XI, T 0, 并 且 有 

S, = 10? — ww — wie. 
这 样 , 半 纯 函 数 f 即 为 所 求 ， 

其 次 一 个 问题 就 是 对 于 同一 个 四 使 得 S. 一 gr RE RE 
一 的 ， 浊 除了 上 述 方式 求 得 的 f ih, SET REB S,— uv. 
Pon . 
$, = Spe 79^ + S, 

由 s = s 有 
Sr (ww) = 0, Ve gD). 
da h= fog™, Ç= AUI, BAH S,= d 


,ly 
[4 r 
解 此 常 微分 方程 ， 我 们 得 出 要 入 (m0, RA t= 一 21(z + :) 
CERRO RE, ZA A EATER REA, A = ele he) ABER 


MT 


i= = +a 
其 中 a 与 c 是 肖 数 ， 总 之 hef” 是 一 个 分 式 线性 变换 89， 这 
样 ,我 们 证 明了 
定理 19.1 对 于 单 连通 区 域 D 内 任意 给 定 的 全 尝 函 数 p， 夺 
在 一 个 局 部 单 叶 的 半 纯 函数 T 使 得 在 已 内 S p. 这 样 的 1 在 
忽略 一 个 分 式 线性 不 计时 是 唯一 确定 的 ， 


19.2 单 叶 函 数 的 Schwarz 导数 
定理 19.2 (Nehari) ik f fr APERTE # IC. 


m 

ISD — s PF < 6, YzE A, (19.3) 

ES AGERE A te A RENÉ 
A 

" (rr) io 
7T UT IO 

- iga- pE e. 

:+ [ta HDI dex 


显然 ,& 在 和 大 单 时 解析 ,并 且 AO) = 0 R (00) = 1. r 
2-—L Aq gy £O _ 
eC) TM [£a - ium f e 
z 
=: Ys Toss 
这 时 gl) 在 单位 圆 外 是 单 寺 解 析 函 数 , 且 有 展 天 区 
g(z) = z + by/z + ERE 


由 大 家 熟知 的 估计 式 lal < 1 给 出 (19.3)、 证 毕 . 
设 44 是 A 的 Poincaré. 密度 ,那么 (19.3) 式 可 以 写成 


1) 因为 a-' 只 能 局 部 若 唐 ,所 以 更 严 搬 地 讲 帮 在 每 点 的 附近 是 分 式 线性 变 僚 - 显 
To E MERE 几 在 整个 区 域 上 是 园 一 个 分 式 缆 狂 变换 . 


1M 


ISE n <É Yre A, (19.4) 


w 


设 吕 是 一 个 单 连 通 区 域 ，” ÈD IAHRERH. MKAD 
内 的 Poincaré 度量 的 密度 函数 苍 


2-.iH9G v 
nn (z) 1— ec Vse D. 


一 个 很 自然 的 问题 是 把 估计 式 《19.4) ET" $1— 8 6 x iB 
到 的 情况 .下 一 统 的 讨论 将 表明 ， 洛 (19.4) mit d ajo 更 
换 为 一 个 与 区 域 了 有关 的 常 效 , IAR (19.4) BRA OG DAE 
IGI. 


193 区 域 的 单 叶 性 外 径 
该 区 域 品 是 边界 点 多 于 1 AKERE. HoD FET 
Ey ES, 我 们 引 人 它 的 Schwarz 导数 的 荡 数 的 概念 , 即 
lis, = sopt 15) | no GO d. 
用 这 种 记号 收 写 【19.4) 即 为 
lsdls < 3/2. (19.5) 
45 Baur. 514 Kobe 函数 时 ， 这 个 不 等 式 取 等 号 。 
(19.5) 说 明 , 单位 贺 内 一 习 单 于 函数 的 Schwarz 导数 的 范 禾 的 上 
确 界 是 3/2. Rune AE S LAS I PER, 
对 于 一 般 革 连通 区 城 刀 ,我 们 定义 
aL D) = swplllsilo}s (19.6) 


A EROR —UIDPSMIREHEE oD) 被 称 为 马 的 单 叶 狂 外 
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为 研究 AD) RKI REAR US PR ERR 
«D = S.I (19.7) 
Rie RDESIARJAENCH. BEART DOS D xti Ër BS (S 
Z, UERITAS HE b ER E. 
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p 


定理 19.3 oD) 一 E ta). 


WR. q:D A RRERH XDTDUAMIA*X FE 
数 户 由 定理 19.2 存 
Shamila < 3/2. 
另 一 方面 ,由 (13.1) 有 
3 一 3 一 em) 中 7 
注意 到 ao) = 9a(9)lm e)l, RA 
i$, — Selo = [Sigla < 3/2, 


BUE 

Ido < Ë + 18,lo, 

2 
[iH 
e) + a(D). (19.&£) 
"FüESHSRCYQEUR SY. M p= p. PkRD 
So = 0. 

m, 

9 = SUI? + S, 
由 此 推测 


«D) = 18,15 = lS... 
对 于 任意 又 定 的 > 40， 可 以 技 到 一 点 s€ 4， 使 得 
lss a)| > (D) — €. 
H T+ SESS fe Fa E- BR tir TEL EU EI p AR 22 Pk Eh TUR IE RE. Pr 
以 不 失 一 般 性 可 以 假定 s — 0. 这 时 ， 


T (80) > (Dy — e. 


fü A) = s + fa Rf hop, BARER 


liso 15, = tala > 7 15,00) — S01. 


ane 


- M 16670 + S(O), 


选取 适当 6 使 得 
16e + S,(0)] = 6 + 15,(0)1. 
这 时 


lsd > i + (D) — e. 


由 上 的 作价 性 推出 a (D) 22 3/2 + ww(D)。 再 由 (19.8) 立刻 得 到 
aD) = 3/2 + a (D). üte. 
推论 aD) < 3, 
证 . 在 定理 的 证 明 中 我 们 已 经 看 到 
o(D)= sa. 
由 定理 19.2 知道 iS, < 3/2. TRE 


o(D) -i +a(D)< 3. 


证 毕 . 
现在 我 们 来 解释 一 下 单 叶 性 外 径 的 几何 意义 用 ACD) 表示 
全 体 在 中 内 和 舞 析 的 汕 数 听 组 成 的 集合 ， 对 于 这 个 集合 中 的 元 案 ? 
EUROS 
leiip = supi lg (a) |a 0) :2€ D). 
全 体 五 内 单 叶 解 析 函 数 的 Schwarz 导数 是 4(D) 中 的 一 个 子 集 
合 ， 该 子 集合 包含 于 球 
leipe ACD), llelo < D) 
之 内 ， 并 且 半径 aD) 是 所 有 这 种 包含 该 子 集合 的 球 的 半径 的 最 
DIA 


$20 Schwarz 区 FR 


20.1 Schwarz 区 域 的 定义 
设 马 是 一 个 边界 点 多 于 1 点 的 单 连通 区 域 ， 若 存在 一 个 常数 
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a 之 0、 使 得 只 要 [Isis < o 就 能 推出 1 在 DD 内 基 单 叶 的 , 则 我 们 
称 DD 为 一 个 Schwarz 区 域 (或 者 称 为 ao Schwarz. DEI, 以 标明 常 
# a). 
车 DD 是 一 个 a-Schwarz DOR, HB Z. Dk D té IH MEAT EPA 
Schwarz 导数 在 AD) 中 所 形成 的 子 集 合 一 定 包 含 下 裂 球 
{pipe ACD), lp « al. 
所 有 可 能 的 这 种 数 a HHRH DREHER iE aD). 
我 们 将 要 看 到 并非 任意 一 个 单 连通 域 (甚至 Jordan DOR) SG 
是 Schwarz DOR, 区域 D 是 Schwarz DU 3 ADS D RETO 
判别 一 个 区 域 是 否 是 Schwarz Kik, 这 丝 属 经 典 解析 苑 数论 
问题 ， 然 而 这 个 问 是 的 回答 却 要 用 扎 共 形 映射 的 概念 . 


20.2 单位 加 的 单 叶 性 内 径 


现在 我 们 来 证 明 单位 圆 是 Schwarz 区 域 , 而 其 单 叶 性 内 径 为 
/2,Bn 
定理 201 c«(A)-1/2. (20.1) 
XE. 先 证 单位 圆 入 是 0/2-Sehwarz 区 域 , 也 就 是 说 , 若 
"sU, < 1/2, 
则 了 是 和 内 的 单 时 函数 . 设 了 是 对 内 局 部 单 叶 的 半 纯 函数 , 且 满 足 
条 件 


sila < o. Q02) 
根据 前 一 节 的 讨论 ,方程 
e" + T (S)e = 0 (20.3) 
有 了 两 个 线 竹 无 关 角 wn 与 ans EFIRI: 
uwy — wn == d. 720.4) 


我 们 还 证 明了 


在 THÁASET YA os 与 oss (IB mw,- um ma e Ë dt 
FAR. HH e RHR wje ROS BPS OA.. 


(nne 


S. = Sh 


KB d JE mju 复 台 以 分 式 线性 变换 , 即 


tb (¿q — be= 1) 
Tan + da 


i Wi = aw + beans Wi can + das. 不 难 验证 
ww, MW = 1. 


EA. W 与 W 也 是 方程 (20.4) 的 解 。 FBFE SIR E I % ZE 


的 线性 无 关 解 w: 与 o, PY DERE IP. 与 W. KAP 


1G) = 6, vae A, 
Pe 


EER 1:0 cr, c ! 使 得 圆周 {121 一 rat 上 没有 1 的 极 


ARX 


hta) 一 


BE = qf) mo). WAT. tE C -- E LERIN F 


而 我 们 将 证 明 /. 4 C E EMEI Beltrami 方程 . 
通过 答 单 的 计算 并 注意 到 (24.3) 5 (20.4), 我 们 有 


HEH z€ E B |z) > r, 时: 


284 LL lvii y. 
84. - Lg (rby(r — y. 
afa 2 E) ) 


DIETE 


iji z£E B jal <, BF, 6. = 0. dh 
Hala) = Bafil afa £ E. 
34 |z] 过 1, 时. plz) = 0, 而 jzl| >ra 时 ， 


«(e - dn 
s(6- 3l 


< lap [500 — ry 
2 ir. 


1 
»dbx— 
ITE 38 


1 
<, 
* iaa 


«up IDU — Itl 

= ss t (20.71 
KME AEC E E fa AE Beltrami 方程 

Asfa — pala) dsts = 0, Ya EE. 
GIRL ER, j 可 以 表示 发。 de m D eG), HP wG) 是 以 
# E AE UEP, md JEDER w(C — E) MIR HE 
#. 

EF t, RU Jacobi 行列 式 
h,= 04,0 — la.) > 0, Vae C — E, 
BL f. C 一 五 中 每 一 点 附近 部 局 部 单 叶 . 对 于 位 意 一 点 a《 E, 
l/J.G) 一 4， 此 外 ,由 于 tw 与 o; # t, 的 定义 中 的 对 称 性 , 重复 
EXE SESTDLCER SL 11e) 除去 奇 点 之 外 处 处 Tacobi fT Ja 70, 
因此 
I (z) > 0, z€ E, 


这 表明 F, Tenn 外 局 部 单 叶 。 这 样 产 在 全 乎 面 上 处 外 局 部 单 
Bp. FRR hUi), 完全 类 似 地 可 以 证 明 (<) 在 无 穷 远 点 
处 也 是 局 部 单 叶 约 . 

th 所 的 局 部 单 片 性 可 知 E 是 由 孤立 点 组 成 的 。 因此 ，ptz} 
在 全 平面 上 几乎 处 处 有 定义 , ERER f 00600) 中 的 执 共 
Ei (a) 可 以 服 为 全 平面 上 的 氢 共 形 映 所。 


了 


LEC LADRES wl) 的 单 时 性 表明 @ 在 C 上 是 
局 部 单 叶 的 ， 网 而 作 一 定 是 分 式 刘 姓 变 的、 由 此 进一步 准 HH f 在 
全 平面 上 是 单 叶 的 ， 特 别 光 , 它 在 图 {z:|z| <ra) PR kakun, 
也 即 f(z) 在 该 加 内 是 单 叶 的 。 命 1, 即 得 到 fle) # ARI 
AHH, 

以 上 我 们 证 明了 A 是 1/2-Schwarz 区 域 。 PÆ — E UERR 
AMATERE CA) BEER 1/2. 的 名 话说 ， 起 是 要 证 肖 不 可 能 
AE 2 更 大 的 数 4, 使 得 和 是 a-Schwarz 区 域 . dy 

Ale} = lagla — 1) Ez + 1). 


REI dua 
f(2) = exple()5tz3). 
其 中 ele) 一 24] LG) 一 A-1106 0,0 BAI = Kr). 
FL P I A PRE kus. BETERA 
y 1 g 十 | 
HD = AD — 1) l y ih 


= HAm) — My. 


所 以 
Msita = 0 1 pup (ay 
= Lied. 
2 
但 是 ,很 容易 看 出 ， 
IAO = gr e enn. 
I US 


因此 , 当 1 一 1，ISi|s 一 1/2， 这 就 是 说 ,可 以 选取 一 个 非 单 叶 的 
FIAR, R Schwarz 导数 能 任意 接近 1123， 总 之 ， 我 们 证 明了 
ala) 一 112， 王 华 . 
203 S f El EUER RICH GLAS ERE 

单 时 性 的 问题 与 解析 函数 的 拟 共 彩 延 拓 的 问题 有 关 . 事实 


UE ELEI 


上 我们 在 上 法 的 定理 20.1 的 证 明 中 已 经 麦 到 ， 当 fM ERE 
(20.2) 时 ,了 可 以 自 圆 {4z:1z| < c.) WEEER ET 8 l| 
EA i Pig (20.7) TA, 1, 的 最 大 伸缩 商 


KU SK (1 + t sds) /A - 1 sa). 


这 样 , 刀 是 天 -q.c 映射 。 现 在 命 r.— 1 一 1， 我 们 将 征明 {fat 
中 有 一 个 子 序 列 收 仇 于 一 个 投 兴 形 映 和 
在 入 内 取 一 点 ss 及 其 一 仿 邻 域 U = 1z:1z 一 za < r]cA, 
假定 Mad 夫 co， 显 然 , 当 = 充分 大 时 ，j(z 一 1G). ST — E) 
z€ U. Y (U) & & TRIER: 
file — fis) < 8). 7 
那么 ; 当 = 充分 六 时 ,我 们 有 
— 1 < 
H.G) 一 上 za 2 
KEZ, K-quc. 映射 序列 Fue) 一 141,(z) — I(z|a)] 在 
{zil =z] >r} 
上 一 致 有 界 ， 由 此 可 见 有 一 个 子 序列 CFA # (tle — a| > ri 
上 内 闭 一 致 收 伍 于 一 个 氢 共 形 映 射 100: BARIA 
P! a-g “e fhau. 
Big. 1° E: fRA R EEH. 
总 结 本 段 的 这 论 , 我 们 证 明了 下 列 定理 : . 
定理 20.2 设 f RACMESE FS RRUERUREETEE E. B. 
151 1/2. 


则 1 $E EI 3CTESETRSI SEC, 


a Mails 一 和 | > +, 


204 WIE Schwarz DR 
DE KIM. Tk- iB DE TAXIS 
RAMMER AP ELE GET Ie eL ER MESE MEN SEL ru y st 
性 变换 不 改变 函数 能 Schwarz 导数 的 范 数 ,可 以 不 影响 后 面 的 讨 
ig. 
11357 


ALES Ele S 20.2 中 的 讨论 推 让 至 撤 匣 的 情形 .， 命 
€ = üD, 
IK HERI 1C — C 使 得 D—A(A). Xép CT. 其 
RT, = teija] = nud. HA C. DEKRI 3 C, MAREE 
Du EHAR rn 使 得 4<r。 < 1, HEH n otr, 
现在 假定 # EDARRA EEA (ig s202 中 一 
FERIE D POR BIA e PEOR o, e 8 


fG) = AG, uus uu = 1, (20.82 
"mm 
v Swim a.m ML (20.9) 
& 
) Yee D, 
n= 


(z) — (£ — i) 
(O ky YE D: = Ç D. 


HH t= gu), 而 zg:DF— D, EXT C, HAREE H. XS 
我 们 用 所 共 形 反射 CERT 5202 中 的 关于 贺 周 {z:1s| 一 rr 的 
EAEE AEREA. d E = (ef 一 oo). WMA I EE 
之 外 是 连续 可 迭 的 ， 很 容易 计算 得 到 , 当 ze DL — E, 


一 到 5 人 一 aa 


ES A SO 


edu 


"PEEL AO 20.) m 
US Du — (Ç — aD “ . 
在 计算 过 程 中 我 们 用 到 了 (20.8) 及 (20.9). 由 此 我 们 得 到 ， 当 
sé DZ — E Mf, 
—— 
SERIE, ge BB IP C BOR a e ERR pa , 必 


DAELE 


FEAA [Slo EA lasal lii S REESE Een 
一 点 ,我 们 需要 两 个 引 理 . 
31598 20.1 设 C 是 通过 % 的 KK 拟 圆 质 ，44 与 心 是 的 补 集 
KATEAN šle tE u fe K, UE K.W 
gidi di 
化 得 
ldg) < M(K)|2:1.Ve € A, (20.11) 
这 里 常数 Ki 及 MOK) HEMT <. 
3E. di quot ot H É uidi L 是 共 形 映射 ， 
m (oo) = pt) = co, 
ik E H 与 工分 别 表示 上 半 平 面 与 下 学 平面 ， 根据 $15.3 中 的 行 
论 , ppp 是 实意 寺 的 p 激 对 称 本 数 , pe 一 (K). EIB Beurling- 
Ahlfors WDE. BIT Uke ERR HA — H, 它 
R—f K qe BR , £ cd EDI pco 26288 (8. AE K 是 一 
THEE 一 MK) SEL dr 
LECT 
那么 8 是 一 个 K HEERS IEA EH An AFA Poincaré 
SH FERRER (S 17.33, FE Poincaré 度量 是 共 形 不 变量 ， 
所 以 存在 一 个 常数 MGE) 使得 
na (gC(z2)|ag(z)| < MIO G) ldz (20.112) 
Held) AR z XOCHS ENS. 那么 ,以 2X BU oC) 为 发 
ERAAI Poincart 密度 在 贺 必 的 上 为 Pala). 由 广义 Schwarz 
引 理 ( 兄 1 DAE 


nale) Ei OR e Aj (20.13) 
G= 52) 
另 一 方 而 ,由 Kobe 的 1/4 定理 可 以 证 明 
na G) S 1/2), Nr € di 一 1，2. (26.14) 


di 20.12) Æ (20.14) 我 们 得 到 
Yaga) < MK GO Hz | fa (e G2) 
< AMiCK)ple(Ga) | dz. /p (z). (29.15) 


* 132. 


Pa Ce H; 
e, ter, 
其 中 工 表示 下 半 平 面 .那么 f 是 Koqie BUR KIT AUO; 
{把 实 轴 页 为 5， 且 把 关于 实 轴 对 称 的 点 肌 为 关于 C 拟 共 形 反射 
下 的 对 称 点 。 设 xe 4， 是 任意 一 点 。 取 e C 使 得 
p(a) = is! — al. 
V 0G 为 中 心 、 以 LP 00 — £101 20346 EB, BEAR 
在 映射 P PEU E— AE 与 ls) 的 曲线 , 因为 
HG) — = MG G0 — PG). 
E Teichmüller 的 候 差 定理 ,存在 一 个 只 依赖 于 K, 的 常数 Ma 
使 得 


te) = f 


lgl) — '|!|z — | < M... (20.16) 
A K RET K, 所 以 M RRT K. rd M. 为 MIC). E 
&B GO = [s — z! 及 e (gGa)) < |g (z) —al, d (20.15) 
及 【20.16) 有 
[dg ta) < 4MiCK)MiCK) | de, 
即 证 得 (20.11), EHe. 
引 理 202. 设 C 是 一 条 通过 的 K 拟 网 周 ， XE g ASA 
EXT CHK MAREJ. MAEA s€ A, 都 有 
lee) — 21 < fna (eG, (20.17) 
AHA E Rk K, IPC. 
d. dE pudi > H EAERI, plo) 一 oo, d 
gU) ¿< H; 
eO pao teL, 
其 中 上 表示 下 半 平 面 .显然 ,6 是 全 平面 的 Ki HAERA AF 
任意 一 点 se 4,， 我 们 选取 一 点 6C, EAA rC) Blcasis 
AER 
ptg) — let — z'l. 
找 们 以 eC") 为 中 心 , 区 1e GO — ee). 为 半 答 作 图 ,并 在 该 区 


* 038 * 


上 使 用 Teichmüller 偏差 定理 , 即 得 到 
L 一 ?| 
GG eT < UG). 
因此 ,我 们 有 
ig — 2| < lgC — zl + de — nl 

= DA + |z — albe — end) 

< (1 + AG) G». 
后 注意 到 (20.13) 式 就 立即 推出 (20.17)， 证 毕 . 

引 理 20.3 设 C 是 任意 一 条 K BM, A 与 4 是 C 的 补 集 

的 两 个 分 支 ， 则 存在 一 个 关于 C 的 连续 可 微 拟 共 形 反 射 
gid — dn 
使 得 对 于 任意 一 个 在 A 内 局 部 单 叶 的 亚 纯 函数 了 及 任意 一 点 
2€ A, — (00,5 (0c)] 
ma 
ISEI lE — Plae) < KYS ldz], 
(20.18) 
rh (K) E R kn F KRR. 

证 . 当 C 是 通过 oo 的 K 拟 贸 周 时 ,很 容易 由 前 面 两 个 引 理 推 
出 (26.18)， 事 实 上 ， 根 据 引 理 20.1, 存在 一 个 连续 可 微 的 KK, 10 
共 形 反射 g:4 A, 使 得 (20.11) RAE K RRT K. 再 
根据 引 理 202, 对 于 这 个 拟 共 形 反射 e: 4i 而 言 (20.17) XX 
RL RPAN M RRF Ki 也 即 具 依赖 了 天 ， 因 此 ， 存 在 一 
个 常数 K) 使 得 

Ie — z|*14g(z)| < ¿(K)x2 (z) ldz]. 
由 此 立 记 推出 《20.18)。 

当 C 不 通过 oo 时 ,我 们 在 C 上 任意 取 一 点 。 并 作 变 换 

l 


z—a 


zb-T(2)— 


在 这 个 变换 下 ，C 的 像 & 一 >(C) 是 过 oo 的 一 条 K 氟 贺 周 ， 因 
此 ， 关 于 2 存在 一 个 连续 可 微 约 拟 共 形 反射 didi A OR 


nie 


TCAD 二 1,2) 使 得 对 于 名 上 的 任意 一 个 局 部 单 叶 亚 纯 函 数 f 
R ç À, 都 有 
SEGNE) — VIR | < AKIS a dEl 
(2019) 
其 中 <(K) REG pe 4. de gm rogor, WA e RXTCM 
连续 可 徽 拟 共 形 反 射 ， 直 接 计算 表明 
lagel _ 12580571 In] . 
ldz] lati Ir'GG)1I 


tr), 


并 有 
lea) — 2| = rE — r (D)! 
= Ig — cv Gyr GG TO. 
因此 ,对 于 Vae 4, — (co, g (00), 有 


lat) — elita)! ID — PRG e / 


» GG). 
DEMO NESCIT IQUT T MEET 了 一 fo! 
dE bh Bin aane. 注意 到 
5,86) = COMM G'GGD)Y, 
H (20.19) 有 
IEND — allael) 
ISEE — last OI | 
< elKYISa ldel 
= 6GDUSIL, als 
这 里 用 到 lilio, 一 Mas. 证 毕 
现在 我 们 返回 到 (20.11) ,继续 前 面 的 讨论 .我 们 选取 20.10) 
中 的 拟 共 形 反射 上 满足 引 悍 20.3 所 的 要 求 。 这 时 用 DI 与 D。 分 
别 代 夫 455 A, 由 引 理 20.3 我 们 有 
«COSI, 
< 3— cx Sho. 


slwe 


其 中 ze DE — E (og (00)). 再 由 广义 Schwarz 引 理 可 以 
E dul 
Ulo, < Hsin. 
TÉ. 
E 94.| MSM se pr EL (ecg(oo)l. 
84. <= ¿(OS 
现在 假定 (Slo < 1K), BA 


jo < KJI < 1, 2€ Df — E — {æg (00)]. 


注意 到 当 £6D,— E Rd, 0,, — 0, PERAH f. 在 全 平面 上 除 
AES (coo. (00)] 中 的 点 之 外 满足 一 个 Bdtrami HE. ZE 
类 似 于 定理 20.1 的 证 明 ，f, EES {0,8 '(00)] 中 的 点 附近 是 
局 部 单 叶 的 。 从 而 根据 相似 原理 进一步 准 出 {。 在 全 平 画 上 单 叶 ， 
特别 地 了 在 D, hien. iZ I f Diri bA r 65. 此 外 ,加 是 
K'-g.c. BA, K 与 4 无关. 我 们 可 以 在 序列 {jt 中 选取 一 个 子 
序列 使 之 内 泌 一 致 收 贷 ， 其 极限 函 孝 一 定 是 了 在 全 至 面 的 拟 夫 形 
Em. 由 于 这 个 证 明 步 区 完全 根 同 于 定理 20.2， 所 以 我 们 无 须 详 
WIDE. 
总 之 ,我 们 证 明了 下 列 定 理 : , 
定理 20.3 ”对 于 任意 的 K >l, PE- ARRAT KAA 
«Roh 使 得 
) 任意 一 个 K 握 贺 剖 是 1/e(K)-Schwarz 区 域 ; 
3) 到 增加 记 内 任意 一 个 局 部 单 叶 亚 纯 函 束 f, 只 要 
[3p < 1e(K), 
SL UE FEE ISI SE rE; s fo IE ROTE S 55 GEAR 
lae S eK Ns. 
这 个 定理 是 属 示 Ahlfors 的 ( 见 [ 4 ])。 它 告诉 我 们 任意 一 个 
KWA DEO HEAR 


e(D)z > xd (20.20) 


"Hs 


关 干 单 叶 任 内 在 的 信息 ,我 们 知道 的 渤 很 少 ， ` 
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我 们 用 A Gn). ERA n 为 圆心 ,以 了 为 半径 的 圆 , 即 
An) = (z: |z —x.| < r). 

W ¿> l, Ré DCC 被 称 为 局 部 连通 的 ,如 果 它 满足 下 | 
列 南 个 条 件 ， 对 于 任意 + > 0, st C, 

i) DOS GO 中 的 任意 两 点 都 可 以 用 DO SO HRI E 
结 ; 

i) D— AC) 中 的 任意 两 点 都司 以 用 D — A, G) PRR 
连结 。 

很 容易 证 实 带 形 域 {2 — r+ iyi < c 11 不 是 4 局 部 连 
通 的 (k 取 任 意 不 小 于 t 的 值 ). 因为 只 机" 取得 充分 大 , 定义 中 
的 条 件 1) 将 不 满足 . iE Dom (uds mie — 1/25 >1/2), 
| D tB KE £ 局 部 连通 的 { 对 于 任意 k2> 1). 因为 它 在 点 一 ! 
处 不 满足 定义 中 的 条 件 i). 

定理 和 0.4 DOH DJE a-Schwarz 区 域 , 则 DD 是 局 部 连通 
RAP k=l S/a. 

证 . RARER. MEDE a-Schwarz DOS, MAE k Ib 
部 连通 的 ， 我 们 将 导出 矛盾 ， 命 n m EDARRA, o, 与 o, 是 
了 外 两 点 ， 定 义 函数 Al) 一 log(z 一 wi)/ (x — e), 并且 定义 
[Ee - 
JG = erpi cA le) b, z = 2rif (As) — A(m)1. 
显然 , CR = Ka. DRE, +t REID EDEDC. 通过 简单 计算 可 以 
得 到 


ata 1 EE 
sc 7 C - (CT ey 
l 
一 元 二 
WaG) 是 区 域 D 的 Poincart 密度 ， 用 plz) 表示 点 到 ODW 
as 


FEE, [NIS EH (20:4) 有 


1a — ml 2o) > Lus Yre Du = 1.2, 


2n(z) 


15/60] < 2 — 1| Bx (s) Yee D, 


|$()|a (zy < 81 — LI, vze D. (20.21) 
下 这 我 们 利用 区 域 D 不 是 丰 司 部 连通 的 假定 ， 找 到 适当 的 点 
asme 与 wv, 使 每 | 一 1| <a 从 而 导出 锌 盾 。 由 于 DD 不 是 
局 部 连通 的 ， 所 以 要 么 它 不 满足 定义 中 蜀 条 件 门 ， 要么 它 不 满足 
Ë 先 过 论 第 一 利 情况 ， 这 时 存在 一 个 AO.) E 
pu pe Di 和 (和 ， 使 得 点 户 与 户 不 可 能 四 一 条 在 DN Aple) 
牛 的 纸 韦 结 。 这 时 我 们 四 直线 侦 PPIE A 5p, HERR 
Jordan #[ aC D 使 得 “与 ps 相交 有 也 次 ， 在 这 些 交 点 中 我 们 
选取 两 点 z 与 z, (EIE o 在 这 两 点 之 间 移 弧 不 青 与 mp? AZ, 
B n 5 e URRA DA A, GO 中 的 纸 相 连结 . 设 8 是 a 的 子 弧 ， 
Ua SaHai., x 
设 1 是 直线 段 an, 显然 ， 
AUi 是 一 各 简单 闭 曲 线 ， 
那么 它 把 平 下 C 公制 为 
两 个 区 域 4, 与 A, Xm 
A 25335. 这 时 在 e 
C 一 DERE A n 与 ea 
使 得 


w E Aj lm — al = kr, 


1=1,2 
这 栏 取 定 的 zs z, o 与 
w, GER EL Pu 032 R. 
RNA Æ 20.1 


aqa) Ala) — A — Y! — (a — o) "dz 


ETE 


= + Iri — Í, Ela — wy’ — (a — u) dz 


适当 调整 =, 与 z 的 次 序 ， 总 可 以 使 上 式 中 的 2i MRR S R ir 
=. BE, En). FEZ 
ICA n). |z — = | < 2r 


和 
` |a — e; ZG — 1r Vae ti = 1,2, 
容易 看 出 
1 1 4 
b auta thm 
TÉ. 
HG) — Kn) — 2 < rre (20.22) 


当 区 域 DD 不 满足 4 局 部 连通 定义 中 的 第 d) 条 时 ， 存 在 一 个 
Alz) 及 hi ti€ D— A(Ca) bi 5 b REIR D — Aun) 中 的 
SES. mRDRUDMEdM 


zb x, + 1 


E — Xs 


W OD 分 别 是 Dspot: 在 这 个 变换 下 的 像 ， 那么 , pi 与 
fe DO AV) 
而 不 能 用 D nA Cm) 中 的 弧 连 结 。 艰 据 前 面 的 讨论 ,存在 


amy € D' 
及 wiswik C — D tius 
IRA) — Ka) — dil < (20.23) 
其 中 Ee log (a — wi)/ (a — wh). dn 
wu 一 1 f= 1,2, 


w 一 四 

hla) = log Cs — m) (a — s). 
TI Ala) — (aa) 一 Es) — ACi), FJ (20.23) 推出 (20.22)， 
万 就 是 说 ,L20.22} 式 对 于 黄种 情况 都 成 立 。 


~i- 


了 


HH (20.22) 式 , 我 们 有 
Ue) m Ga dnm uir md da 


—1 15 


RIMAE BA o EIA <3, 所 以 a < 3. 这 样 
Ih — AG] 2:23 — i edad. 
另 一 方面 ,由 (20.22) SUE 
1< 一 11 一 Ià(z) — Ala) 
LC: 


2xil 4 
O SRS) 


5 &—1' 
HATER <3 R kel + 15/a, 
l?—1| Iz —1]Q- 1e— t) 
4. 1 (24 t. 1.) 
<; rasu: 1-31) 
EJ 


«t6 "Este 
FER GUDA 
(slo — a, 
但 了 并 不 是 单 叶 的， 这 与 局 是 a-Schwarz KRFA., KEDE 
=l + 15/2 有 局 部 连通 的 。 证 毕 . 


20.6 Schwarz Kig S.J E) 


上 一 妇 证 明了 Schwarz 区 域 一 定 是 局 部 连通 的 .。 而 现在 将 
证 明 局 部 连通 的 区 域 一 定 是 拟 贺 ;所 以 一 个 Schwarz 区 域 一 定 是 
一 个 所 图 .这 个 结果 是 属于 Gehriag 89 (3317. 
定理 205 没 D 是 一 个 a-Shwarz Kik, MDEE 
[P SES UT F a, 
£, REEE 04DE k= | + 15/0 局 部 连通 的 。 现 在 
ae 


证 盟 D 的 多 局 部 连通 性 列 台 车 曲 线 C 一 OD 是 如 有 界 折 转 的 9. 
在 C 上 任 取 两 点 与 并 记 s = (z + 2)/2, r = na azal 
2. 设 有 与 a 把 C 分 成 两 条 弧 C. 与 C;， 我 们 要 证 了 朋 C, 与 c, 之 
中 有 一 个 要 落 人 Aun) 内 .在 反 证 法 。 设 C1 与 C, 均 不 落 人 
Acda) 之 中 .那么 存在 两 点 an 与 ox 使 得 

wie C, Aplana) i = 1,2. 
Br r, > r 但 充分 接近 于 7 使 得 2; € Ci — Ae (n)ui 0m 1,2. 再 
H re r< r < ro Pha 5 za E Ala) 之 中 。 RACE 
Jordan 曲线 ,所 似 它 上 面 每 点 都 是 可 近 的 . 我们 在 DNA AL Cn) 中 
找 两 点 与 ,并 在 其 中 找 两 条 弧 a 与 6&3， 分 别 把 a 与 及 二 
与 蕊 连结 起 来 ， 由 区 域 六 的 让 局 部 连通 性 ， 忆 与 z 可 以 用 一 条 
# DNA Au Cn). PRR a BYE. 再 取 s: r < n < r.. 这 时 wi 
Sei D Apn lz) 之 中 ,因而 可 以 用 一 条 在 忆 一 Aui(a) 
RATM S IEEE. 由 于 nc roeUwUmCAt(z)， 而 

BED— Ay, 

所 以 aUe Ua, 与 不 可 相交 ,但 在 C 上 点 m. o ms w 依次 
排列 , z 与 z, 在 口内 的 连结 弧 和 o, 与 w, 在 DD 内 的 连结 弧 一 定 相 
交 . 这 导致 矛盾 .矛盾 表明 C 与 C, 之 中 至 少 有 一 个 砂 人 Arke) 
之 中 . 因此 , C 是 如 有 界 折 转 的 ， 根据 定理 18.1, C EKWA A 
KI K kf £= 1 + 15/a. WEE, 


$21 万 有 Teichmüller 空间 


2.1 定义 


从 上 边 一 节 中 我 们 已 经 看 到 拟 共 形 映射 在 研究 函数 的 单 叶 性 
上 的 应 用 .现在 进一步 发 展 这 种 应 用 ， 把 全 体能 拟 共 形 延 拓 的 单 
时 解析 函数 作为 一 个 空间 并 在 其 中 引入 度量 加 以 研究 . 

我 们 短 虑 下 半 平 面 荆 内 的 全 体 这 样 的 单 叶 解 析 函 数 jf; 它 能 


1) GU DE k C RUE BEER E CO) Sot Es dci C 一 8D 是 一 条 Jar. 
dan 曲线 ， 


146 < 


—. w 


拟 共 形 延 拓 到 上 闪 平 面 , Hil e dee: O 9, 007 5 
(eo) = co. 全 体 这 样 的 函数 了 所 组 成 的 集合 记 为 7， 并 称 之 为 
万 有 Teichmiiller 空间 。 这 个 名 字 的 来 由 将 在 后 面 的 章节 中 得 到 
BR, 

万 有 Téáchmüller 空间 可 以 有 许多 等 价 的 定义 。 比如 ， 我 们 
可 以 从 上 尘 平 面 的 概 共 形 觅 射出 发 来 定义 万 有 Teichmüller 22 E| _ 
ARE H 上 全 体能 共 形 迈 拓 到 下 半 平 面 的 满足 规范 条 件 的 拟 共 
形 映射 . 任 春 两 个 元 索 f 与 ge F, UEBER IT f| Ü = glr W 
称 f 与 4 等 价 , 记 之 为 1 了 ~ a. 很 显然 ,TT 可 以 署 作 是 FÍ-—. 

我 们 也 可 以 从 复 特 征 出 发 来 定义 万 有 Teichmiller ZA. i 
A 是 上 举 平面 内 有 定 六 的 全 体 有 和 异 可 测 吏 数 es Walo < Y. A 
于 每 一 个 元 赛 z€ .At ， 存 在 一 个 唯一 确定 的 fx: C—C, CE 
上 半 亚 而 内 复 特 征 为 p, 而 在 下 举 平面 为 共 形 映射 BARTOLI, 
% 不 动 .我 科 称 .A BRE zo Pav REB FOE ers 
如 果 

ida = fri Re 

TRTE ARER oM 1. 

今后 ， 我 们 将 根据 情操 的 不 司 采用 工 的 不 同 定义 ， 我 们 望 信 
这 不 致 有 什么 起 淆 的 地 产 。 比 如 ;: 当 把 工 看 作 /~ ti, TARNE 
塌 一 点 ?表示 三 中 的 一 个 等 价 类 Ul. FR H 上 的 一 个 拟 共 形 映 
射 。 满 足 规范 条 件 且 能 共 形 延 拓 列 下 半 平 面 。 涯 我 们 把 工 故 作 
ad. 1 和 ~ 时 ;了 中 的 一 点 P? 梧 是 .中 的 -一 个 等 价 闫 [pl], as 7. 

的 度量 是 根据 最 大 伸缩 商定 义 的。 我 们 将 看 作 F/ ~, 定 
义工 中 任意 两 点 了 与 49 EX 

d(p,4) = inff log K [gefr fE p,ge ej. 
ATER a(p, 9) ESE V E MUERE LI 
LI h m z E 
d(p,4) = log KLgeofo!]. QI) 

3*COX b USPERERT feo, (H) BEEF) — XE, F| e 总 是 同 
一 个 函数 。 同 样 的 结论 对 于 性 意 的 8& 9 ERE. fr 


NL 


K, c iof(K[gof?]: fe p.g€ qh, 
并 选取 Lep 及 z.€ 41648 
EmK[g.efs'1 =K. 
显然 ,由 于 st 是 两 个 固定 区 域 之 同 的 拟 共 形 陕 射 ; 并 瑟 
K[g,ofz!] 
有 界 , 所 以 Ca ofi) 是 正常 族 ， 因此 存在 一 个 子 序列 Leafa) 内 
闭 一 致 收 敏 . Vk A El Pe PUES ER c, RU a E fU) 到 gs(H) 
WIBETEBE SH, HH fe pee 9。 下 面 我 们 证 明 
K[4] = Ka. (212) 
对 于 任意 的 。 > 0, HAESKA Laoly 是 K, + s-q. c. fb 
射 ,因此 其 极限 函数 万 也 是 K, + e-q.c. BUR LIBBO 
K[4] < K, + e. 
由 6 的 任意 性 见得 K[2] < K,。 另 一 方面 ,很 容易 验证 ， 对 于 任 
Ë f€ p, WR e 一 hohe q. 因此， 可 表示 为 noh WER, 
其 中 hep.neg. H K, 的 定义 推出 
KIA] = Klgofo'] 2 Ke. (21.3) 
这 样 我 们 证 明了 (21.2) 式 ,从 而 证 明了 (21.1) 式 . 
现在 我 们 证 雏 对 于 度量 4(p,9) 成 立 三 角 不 等 式 . Vk 
Pagar € T 
是 任意 三 点 。 取 he p.g.€ 9， 使 得 dp,9) — log 天 [gofo]3 2f 
JR 8E9) 轴 Er， 使 得 d(q.r) 一 logK[Aogi ]. dr 
= hog og. 
Wu her, RARITA 
d(p,r) < log K[Aofa?] 
= log K[ sog; ogofa] 
< log K [Aio gr] + log K[ g,ofš'] 
= 4(p,2) + d(a. r). 
很 容易 验证 d(p,9) = dlq,p)(Yp,9《 T). 现在 证 明 
d(p,q)— 0 
ARE p= 4. B fie p,n € 4 使 得 d(p.a) = log Kigeli], +b 


s 14. 


BD K[geofo!] 一 1. 这样 eof! EURO 到 eH) 的 共 形 映射 ， 
并 保持 0,1,oo 不 动 。 然 而 ,fh 及 g 均 可 共 形 延 拓 到 下 半 平 面 . 杀 
Bt. Beh TREENER. MARETA, gof’ 是 恒 
同 映射 , 即 1 — 8， 也 即 p 4. 


21.2. T 空间 的 连通 性 


定理 21.1 了 空间 是 道路 连通 的 . 

证 。 现在 我 们 将 了 空间 看 作 Al~, BEHERA P 是 
一 个 等 价 类 Ln], 其 中 ne A， 注意 到 复合 映射 的 复 特征 公式 : 
Pe 
1— pp 


lal 一 
不 难 证 明 dp,4) 有 下 列表 示 式 : 
; — 94-5 
4(p,4) = igt fios Lee otele], (214) 
E Te djin 的 看 法 下 , 我 们 把 包含 < 一 0 的 等 价 类 称 作 
了 的 原点 。 为 了 证 明了 T 的 道路 连通 性 ， 我 们 只 要 证 明 任 意 一 点 
p= lal 与 原点 可 以 道路 连结 即 可 , d p [n] .是 任 意 一 点 . 考 
muet 


u 


TG): t> lra), 0,1) — T. 
根据 公式 (21.4), 我 们 有 , 当 € [0,1] 时 ， 


1 + [Ga — n2 CE. — nag) 
RODT & lon Tap = DI anla 


Lt la — 5M — llul.) 
1— la — M 一 人 all) 


这 表明 v: [0,11 一 了 是 连续 映射 ,因而 它 形成 连结 Pp 点 及 原点 
的 一 条 道路 ,证 毕 。 


< log 


21.3 T H ACD 的 嵌入 


我 们 用 ACL) SUR L Pa K E FIRRA TR, 9 所 
组 成 的 Banach 空间 : 


ad 


lof. = sup'eC! + [Imel? < ec. 
nb 


对 于 任意 一 个 s€ d. VER DEL aE tn Wr. RE 
定理 19.23, 我 们 有 
lS S 3⁄2. 
这 样 , 对 应 关系 
“> y 
确定 了 A 到 ACL) 的 一 个 有 男子 集 的 一 个 映射 ， 这 个 映射 记 为 
9. 显然 ; 当 且 充当 m~ m FH, 0) — 和 和 )， 因 此 它 诱 导 了 
了 到 ALL) 的 一 个 喘 射 
9$: LAI Sp 
PIJER qr ET Bj 4( 工 ) 的 一 个 嵌入. 
引 理 21.1 设 1 是 全 平面 的 拟 共 形 映射 ， 在 一 个 拟 贺 DD 内 单 


He. WA . 
[Sa |> < wl. (21.5) 


Xx. 因为 对 对 变量 作 分 式 线性 变换 不 改变 AS. lo 5 faiie 
HEARRE oo € D, BEC — D EH FRI. XI pr 有 一 个 
有 和 界 支 集 。 RIZE Bdtrami 方程 


So — riu = 0, (n — un) (21.6) 
其 中 :是 复 参 数 ,满足 下 述 条 件 
ird < Med. (21.7) 


URERCRSEPRCRDE RE 13.1), 方程 (21.6) 有 一 个 唯一 确定 的 全 平 
HAER < 一 z + Tia), 它 可 以 表示 为 一 个 钨 对 一 致 收敛 的 级 
Lin 

w= frs) — z + D TOHO- uH). 


由 此 可 见 这 个 解 对 ; 而 言 是 全 终 函 数 ， 并 且 它 对 x 的 各 阶 导数 也 
WE AAEH. RAER 
P = Srani a E D 


T) ERE RLEREESESR T ART Schwarz FARBARE KT PARGA HEA 
ub 312, 
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当 2 固定 对 是 (NOSE. 根据 定理 19.3 的 推论 ， 

lg | = | Siw) GO | < 3. 
$i SS = OT. Kz,0) — z, 90) = 0. ME ouf, 0, 3D 
么 我 们 可 以 对 pl) EB (z: VE < Bell] KEA Schwarz 3] 
理 并 得 到 


loo) < 3l. lel Ve: bd < latie 
令 : 一 1 即 得 到 
[Sa ig D D| < 3[ all. (21.8) 
当 fele 一 0 时 上 式 仍 然 成 立 ,因为 这 时 (2.1) 一 2。 因此 , 不 
IP lale FEAP, 18) 总 成 立 . 
因为 (2,1). 与 fü 在 全 平面 二 有 相同 的 复 特 征 , 所 以 它们 
之 间 只 相 莹 一 个 全 平面 的 共 形 喘 射 即 分 式 线性 变 痪 ， 因此 ,由 
(1,8) Kar fE (21.5). EE. 
98212 WM m: [4] — $,, R T B| s( T) B — 4 Fl 
E. 
证 。 首先 证 明理 是 连续 的 . BE (19.1) R, RUA 
LEAN 一 Sin le - Vs, ores . (21.9) 
其 中 a 5 n Eko rhPb te gi 368. de 1 一 dee Wú f £ 
AB GCE) RAH R AIE A) 25 SED ii, FE 
特征 的 模 


la |= | l, 
" |: — Bun! 
由 引 理 21.1 £ 

Mri nct < 5i £a a I . 

lt — Apa tn 
fh (21.9; 有 
l5; — Si le < 1 m A (21.10) 
, ' l—gBmle 


MEZE m 与 tw 分 别 在 两 个 等 价 类 与 4 之 中 变化 ， 这 时 
《21.10) 式 左 凋 并 不 改变 ， 总 是 等 于 e sy. 我 们 对 
MU 


(21.10) 右 端 取 下 确 界 , 即 得 
lea) — wp) ll S inf s 


zeal 
ngs Rus l 
i ! + Ma — ad — Bells 
<: A bs 1— [ja m) U — Ea. 
= 3d(p,9). 
这 就 证 明了 于 的 连续 性 
BLERHETESEH. W PO) 一 (4)。 我 们 在 ?与 4 中 
PIRAATE Am 与 pm. WD = qo) 意味 着 在 上 内 
Sia, T Sna 
由 此 推出 fo, 与 如 ,只 差 一 个 分 式 线性 变换 。 但 是 f fa BRR 
0,1,% 不 动 ,于 是 具有 fa 一 各， 这 表明 jp ~ ms BU p = 4. 
最 后 来 证 明 ?的 连续 性 ， 由 (21.9) 得 到 
quta) — Ep) — I5, or es as 
其 中 a € p.m € 2. 我们 在 等 价 类 中 取 定 a. 这 时 falL) 是 
KJ, K H fk ph F. hale REEE 20.3, 存在 一 个 常数 (K) 
使 得 只 机 
[Spira < 11 eC), 
f BRETZLIOOSEREI AGED 
RERET AAEE m (4) Ei Cp), 比如 
le) — vol 12K). 
这 时 
上 Ser S x MK). 
这 表明 函数 1 一 fus A CL) 能 氢 共 延 拓 到 全 平面 。 设 延 拓 后 
fiigoe f. 根据 定理 20.3, 可 使 /的 复 特征 满足 下 列 条 件 : 
letus < CRN Si aco ea 
= Eat) —e Gol. 
fa g= fola, W) 
.Ei 


因此 8 的 复 特 开 n. n BO py 9， 这 样 ， 


` rz. 


— Mom 
M — pf 


| < Okela — colas 


各 二 名 | in 


1 — pef zi 


— m | 
nee 
Hi, 


Bh «obw? — etos. 
1— min 


Axa EN. d(p,49) ATF. ARIER T g WER 
性 .定理 证 毕 。 

定理 21.3 PUT) 是 AL) 中 的 开 集 . 

X. Ayo) 是 FCT) 中 任意 一 点 ，P 一 [gx]。 取 定 P 的 
代表 ms HAB b. BM fn (L) KT KB, KAWAT 
lala B pe ACL) 是 靖 尼 下 列 不 等 式 的 任意 一 个 元 素 

le — eto. ie — Sulle 1/20. 
Er LOGSNARPHRNHARUES 51 一 下。 那么 ， 
IS- 5, < t (8, 
也 即 
sap t < UR. 
SSES 203, fofz! TACAERERSEI SCR, WA 也 即 能 拟 共 
Xs eS. XE ge p(T)。 He. 

由 定理 21.1 RO 85869 Ef Nl, PCT) 是 连通 的 。 KEHE 
2113 YERE, (7) 是 一 个 区 域 。 总 之 ,我 们 证 明了 万 有 
Teichmüller 空间 7 可 同 耳 嵌 人 到 AL) 内 ;成 为 其 中 有 界 区 域 。 


214 万 有 Teichmiiller 空间 与 单 叶 函数 
我 们 知道 万 有 Teichmüller 空间 考 看 了 能 拟 共 形 延 拓 汶 单 叶 
敌 析 函数 ， 一 个 很 会 然 的 问题 是 : 它 与 单 时 解析 函数 族 ( 其 中 有 不 
能 拟 共 形 延 拓 的 ) 的 甘 系 如 何 ? 
设 已 是 全 体 在 工 内 单 叶 解 析 并 满足 规范 条 件 {0) 一 小 
*33« 


KL= 1, Koo) — oo fap f. 那么 上 可 以 一 一 映射 到 ACE) 
A: fF> 5/。 假定 在 这 个 映射 下 如 的 像 记 为 0”, 那么 根据 Ne- 
hari 定理 , U? 将 包含 于 ACL) 中 的 球 (o: lol < 3/2) A. 

了 是 局 的 子 集 , 在 上 述 映射 下 的 登记 为 T*, 那么 了 *CU*. 我 
们 已 经 知道 T” 是 一 个 连通 的 开 集 .我们 现在 问 T fa RU" 的 
内 部 ?回答 是 肯定 的 。 这 个 问题 是 Bers 在 60 年 代 提 出 来 的 , 1977 
年 为 Gebring 所 解决 (P33])。 

定理 21.4 T” 是 上 * 的 内 部 。 

XE. 我 们 已 经 证 明了 7* ERE, 因此 T* 内 的 每 一 点 都 是 
U* 的 内 点 , 即 7*CintU*。 余 下 要 证 明 的 是 inU*CT*。 设 5 是 
VU* 的 任意 一 个 内 点 ,这 里 feU. RIRIH Se T* Bl fe T. 
为 5 是 U0” 的 内 点 ,所 以 存在 一 个 8 > 0， 使 得 CL) 中 
一 切 满足 lp — Si < e 的 点 9 都 在 也 * 之 中 。 根据 定理 19.1, 
对 任意 一 个 pe 4 ( 工 )， 都 可 以 找到 一 个 局 部 单 叶 的 半 纯 函数 2 
使 得 sS, p. KIM, E oH lo — SI < e 时 ,这 意味 着 

Iss — $c = ISroo < e, (21.11) 
115—Jj& Xx Hi e RAFU", 换 旬 话说 ， 存 在 一 个 he U, 
使 得 p S. BUT 3 一 3， 所 以 ?与 4 只 差 一 个 分 式 线性 变 
H. RRHH L 在 上 内 一 定 是 单 叶 的 。 

设 w 是 KL) 内 任意 一 个 局 部 单 叶 的 半 纯 函数 ,满足 

Ms < e. (21.12) 
命 g 一 woj， 那 么 8 是 上 内 的 局 部 单 叶 的 半 纯 函数 , 且 满 足 
(21.11)， 根 据 上 上 面 的 讨论 ,8 一 定 是 上 内 的 单 叶 函数 。 因而 ww 一 
EE L) 内 的 单 叶 函 数 。 这 就 是 说 ， 由 (21.12) 可 以 推出 的 
单 时 性 ,那么 AL) 是 s-Schwarz X 5. 根据 定理 20.5 可 知 (L) 
XE. REEF KL) 的 边界 有 一 个 拟 共 形 反射 

z: f(L)— (FD. 
那么 rt tof(z) 就 是 了 的 拟 共 形 延 拓 。 因此 推出 Pe T, BH 
S e T*. VEFE, 

Bers 除了 提出 上 述 问题 之 外 ， 还 提出 是 否 T* 的 财 包 就 是 ， 


BUE 


U*, Gehring 以 反例 符 定 地 回答 了 这 个 问题 [34]。 Eh, Thurstan 
举 出 反例 ,说 明 U* 是 不 连 北约 ,有 无 穷 多 个 孤立 点 。 
* * * * 

Hil. ik S< REPRAK RAHA B ffe K 拟 共 形 延 拓 到 全 平面 并 满足 
规范 条 件 f(0) 一 0 5 f'(0) — WARR BA ECERAN s MT 
TE. 对 于 sx 中 筷 个 函数 的 系数 估计 要 比 s 族 有 更 强 的 结果 。 闫 但 地 ,还 
可 以 务虚 r< 族 及 其 系数 估计 向 题 。 关于 这 方面 的 工作 ， 请 锣 芳 J Hecke 
的 综合 文章 [ 9】 

注 2。 关 于 单 叶 狂 内 径 的 研究 目前 工作 还 不 很 多 。 对 于 某 些 特殊 区 域 ， 
我 们 知道 其 单 叶 性 内 径 的 大 小 。 Plin A. 一 (5:0 «ates chm) 则 有 
A12, M 0< k S1; 


te n — jay 3 t< x2 


又 如 对 于 王 * due D. n) = (23) /2 对 于 一 和 区域 网 单 时 作 
SEE 8801805282. 
全 
ak) iste (D); D XK WM). 

fit CO MXUIMER-HAPEENS, HERLAER 4 在 《 <<! 时 是 

mm. 
祝 回 ,我 们 有 

SK) E21(K + 1). 

drin RU Bakr, 目前 还 不 知道。 
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BEE Riemann 曲面 上 的 拟 共 形 映射 


自 这 一 章 开始 ,我 们 将 重点 讨论 Ricmaon 曲面 上 的 报 共 形 映 
射 ,并 以 拟 共 形 映 条 为 工具 研究 有 关 Rieman HENE ga 
题 。 本 章 的 主要 内 容 是 介绍 Rieme 曲面 上 的 拟 共 形 映 计 的 基 
赤峰 念 ， 为 后 面 几 章 的 讨论 打下 基础 为 了 说 明 拟 共 形 映射 理论 
在 Riemana 出 面 沦 中 的 应 轩 , 本 章 还 将 远 九 同时 单 值 化 定理 。 


$22 Riemann Hh mO 


[DEPT T. 


Riemann 曲面 是 一 个 连通 的 一 准 复 解析 流 形 .更 详细 地 说 , 若 
条 是 一 个 连通 的 Fausdortf BE, (U. 是 对 的 一 个 开 集 覆盖 ,如 
RATES U. 都 存在 一 个 同 胚 a, FLU, 映 为 平面 上 的 一 个 
区 域 ,六 恋足 下 列 条 件 : 当 UNU o P, due 是 

OU) > OLUNU) 
的 共 形 映射 * 这 时 我 们 称 好 是 一 个 Rieman HE. 

这 里 UD) BRAMKA. 两 个 地 图 册 侣 并 在 一 起 
仍 演 足 上 述 条 件 购 浆 为 等 价 的 。 两 个 等 价 的 地 图 融 ， 我 们 认为 定 
XTA Riemann 曲面， 或 者 说 在 愉 上 定义 了 同一 个 复 结构 。 
更 严格 地 说 ,地 图 册 的 筹 价 类 是 好 的 -- 个 揽 结构 ， 

我 们 称 : 一 BLp) ROTE 乙 。 的 局 部 参数 或 局 部 单 值 化 参 
数 ， 任 何 一 个 函数 f:M — C EU, 内 都 可 以 用 其 局 部 参数 表示 
fegz， 成 为 -- 个 定义 在 平面 区 域内 的 函数 .Riemann 曲面 的 复 结 
构 使 我 们 得 似 在 它 上 面 定义 解析 昭 独 我 们 说 函数 1:M 一 局 是 

1) ZEBRA: Riemann 曲面 的 结论 沟 不 加 正明 ， 话 者 可 参考 任何 一 本 关 

+ Riemann MERE, 


FEE 


蟹 析 的 ， 如 果 它 在 每 一 个 局 部 参数 表示 下 是 解析 的 。 车 一 个 点 地 
戎 个 局 部 参数 ,那么 根据 贾 求 这 两 个 参数 之 本 有 一 个 共 形变 换 , 因 
此 ,如 朵 一 个 函数 在 某 个 参数 表示 下 是 解析 鸭 , 那 么 它 在 另 一 个 参 
数 琢 示 下 也 是 拥 析 的 ;因此 ,我 们 可 以 在 村上 定义 解析 陪 数 , 

BEARDE RITAK LDS F RAUKE 

Riemana pT EE TEE 

紧 致 Ricmnann 曲面 也 称 为 闭 的 ， 非 紧 致 的 Riemann 曲面 世 
RARI. 根据 拓扑 学 中 关于 二 维 可 定向 贤 致 访 形 的 分 类 定理 ， 
年 何 一 个 剑 Riemann 曲面 总 是 同 旺 于 一 个 带 训 落 十 环 瑟 的 球面 ， 
此 处 环 十 的 个 数 是 柏 扑 不 变量 、 被 称 汶 曲面 的 亏 格 。 例 如 球面 村 
Ap 0, HEGRA L 


222 基本 群 与 性 准 曲面 


设 节 是 一 个 Riemann Hi RE T REM ERI IRSE mR 
Y [0,1] M iS, OSEE Y Co ORO A, YO 被 称 

ik y, 5 ?是 史上 两 条 弧 ， 具 有 株 同 的 冶 点 与 终点 。 藻 存在 
AES v: [0,1] X (0,11 M, ER Y(059) 一 TD， 
rl) = £2, Y(0,09 = (0), Y(1,5) = (1), WR y, 5 
T7 是 同 六 的 , EE vim ru BO EU, v. 与 vL ERER, XR 
昧 着 可 经 过 一 个 连续 变形 把 Y, 变 成 *:， 而 在 连续 形变 过 程 中 强 
的 始点 与 终点 保持 不 变 ， 

如 果 一 条 弧 的 始点 与 终点 相同 ， 则 称 之 为 闭 狂 绑 ， 若 7 是 一 
条 十 者 线 ， 刚 | 00 = YU —0 bE. 我 们 记 为 
T. 

B 名 是 内 上 任意 取 定 的 一 点 。 RTZEN pe 为 始点 与 
半点 的 闭 曲 线 , 并 按 沾 同 伦 关系 加 以 分 类 .再 于 同化 关系 是 等 件 关 
系 ， 所 以 这 种 分 类 是 哇 一 痪 定 的 与 无 圣 盾 的 ， 我 休 称 等 从 类 为 同 
ER HEY SUEEIIIR I S LOO Un 1. 


tae 


Er 5r, PEJ p 点 为 始点 与 终点 的 闭 曲线 ， 我 们 定义 
Tfi 是 一 条 新 的 团 曲 线 r : 
T((), 1€ jo. H; 
7( = ^ L ` 
TQ. —1), (€ [2:1 


EPERE necu vie Wb rr S run 我们 定义 机 
4 exa [r] 7] = [r7 AER rr] 只 依 轨 于 
[4153511] Siril, SICEASBOC. Hih RIHAR 
Y) = fe 
所 在 的 同 伦 类 记 作 1， 很 容易 验证 (T]-177]1— L XB 
iY1:1Y-1-i71—i7]. 

Ru. enu Bee. KEHAT [的 办 曲线 的 
BERART- TH. 这 个 辩 被 称 为 M 关 于 py 的 基本 群 ， 记 先 
nM SR). 

我 们 在 曲面 M 上 男 取 一 点 n. HL H 如 5p EARR 
点 ,以 声 为 终点 ， 这 时 SOM b) 与 aM, pi 


tr]F 一 187279]。 


这 就 是 说 ， 关 于 不 同 点 的 基本 群 总 是 同 格 的 。 因 此 我 们 可 以 谈 论 
HREF HZY zM). 

一 个 曲面 税 称 为 单 尖 通 的 , 如 果 = (M) 是 单位 元 素 组 成 ( 换 
名 舌 说 ,对 关于 任何 点 的 基本 和 群 者 是 生 单 位 元 素 组 成 )。 

著 1:M — M° 是 丙 个 曲面 之 间 的 连续 猴 射 ， 则 对 年 六 一 点 
PEM, FIBSET EAERTE m(M ,8) 到 (MG) 9 — "HO 
K Lrj Lr) hM M'OE—MBE MIXTO SI: 
RAE k gk Z a 9 — T 3182 24 z 

设 好 与 得 是 两 个 Riemana 曲面 ; 若 存在 一 个 映射 <: 站 一 M 
是 局 部 共 形 映射 , 则 〔〈 站 ,=) 称 为 扩 的 一 个 光滑 覆盖 曲面 ,= 称 为 
鬼 影 ， 这 里 所 谓 局 部 共 形 映 射 ， 是 措 对 十 任 瘟 一 点 pe M, Hg 
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E-DHA UCH & UCM 使 得 映射 在 双方 的 局 部 参 允 
衣 示 下 是 共 形 的 

MERK uM hM 在 双方 的 羽 部 参数 去 示 下 是 解析 的 ,而 
不 保证 其 局 部 同 奈 性， 这 时 我 们 称 〈 褒 ,=) 为 于 的 一 个 分 野 履 盖 
AT ARMELE AE SE Eti. 

3 (n) 是 K 的 一 个 覆盖 负面, EMRE AP) 00 t 则 
我 们 称 Pob P Eun. E? MEIST ARAS eot p. d 
UEM EGET ARI 0:10, 1] 9 M, orm n6 (0). 始点 为 
po = nC). EPRIN Y OO T RR. 反 过 来 ， 若 在 M 上 给 
定 了 一 条 弧 7， 始点 为 pr, 知 果 有 -一个 点 h€ Ë, =(h) = p, H 
B#—#% PCH 使 得 wo? v, EDT Bj Sr 
5. 

到 于 任意 -- 条 红 7 cM, 是否 过 其 始点 的 任意 一 个 上 方 点 怠 
HERE? 显然 ， 不 是 仁 意 一 个 覆盖 曲面 都 具 有 此 种 性 质 。 具 有 
kaema Am Ma) 被 称 为 非 限 的 。 光 油 的 非 限 斤 盖 巾 
TAERA E US. 

Bus hubs. M) 29M IOCIS REGENS JES de 
vio) M X v(2) IB— T EAE $:U8 — RETE f. 因 
dE (un) REMINRGERIMCE EIE , 则 对 M 上 的 任意 一 从 弧 >, 
过 其 始 碟 的 任 尊 一 个 上 方 虑 总 有 而 且 只 有 一 条 提 升 弧 了、 

X38 224 ig (a) AMBTENAAR. AMEH 
fed yi 与 Yi; 其 有 相同 的 始点 px 与 终点 ps HEB. Tom vi, Wit 
各 的 任意 一 个 上 方 点 h, Y. 55 Yi 的 提升 T. 与 ?) EARRAS 
Bo RE (= T. 

这 个 定理 道 浊 称 为 单 值 竹 定 理 。 在 任何 一 本 Kemam fki 
Todi STOLEN RO UE GR. 

作为 音信 性 定理 的 应 让, 我 们 立 邓 推出 (Hua) 是 单 法 遂 
Riemann 物 面 村 的 正则 覆盖 , 则 各 是 单 连通 的 ,并 且 MM 是 
共 形 号 射 。 我 们 还 所 以 推 当 。 在 单 注 通 平 而 区 域内 不 可 能 有 多 值 
Kunak, 


(PA 


设 (M,e) EM EIN EB, EM. 上 的 任意 一 点 ， 
P == zR). 

则 由 单 值 性 定理 可 推出 , AHERE CM SA) 同 构 十 mOM ip) 
的 于 群 G 一 {[Y]em(M ,Pp);7 过 p 的 提升 为 闭 曲线 ]。 Bud 
来 ,对 于 任意 一 个 Riemann. HEM REAR OM ,po) 的 一 个 子 
SE G.A SIDA EMI TE UR RE E. (Mr), (49 RE t 
基本 群 nA) AAF G. 

特别 地 ， 我 们 可 以 取 G 是 单位 元 素 所 组 成 的 群 ， 这 时 相应 的 
正则 覆盖 曲面 〈 间 ,=) 是 单 连通 的 ， 我 们 把 这 种 团 基 曲面 ( 奉 ,=) 
称 为 万 有 歼 盖 曲面 ， 

设 (Mr) 为 必 的 一 个 正则 对 其 曲面 。 若 4M — MEE MEI 
B SER, HE =o 一 x， 则 4 称 为 覆盖 变换 .显然 , 窗 盖 变 
换 一 定 是 共 形 上 映射。 用 Auc MRR M MAKE AAE AAR 
的 群 。 那 么 全 体 履 盖 变 换 形成 Aut M 的 一 个 子 群 , 称 之 为 履 盖 变 
EBR. boe, AO 同 构 于 aM, n) 的 子 群 G (这 里 名 一 
ah). WUBESESUEEIACT NCG)/G, 其 中 NCG) 是 G 的 正规 
化 群 , BD N(G) 一 {gEm(M，po):G 一 gGg "这 样 当 G 是 
miM ,各 ) 的 正规 于 群 时 ,覆盖 变换 群 则 同 构 于 CM S00/G. J 
且 对 寺 同 一 点 ?的 任何 两 个 上 方 点 # 与 #' Bride k, 
AQ) m FS 特别 地 ,对 于 万 有 除 盖 曲面 而 言 , 履 盖 变 换 群 同 构 于 
的 基本 群 。 


223 单 值 化 定理 


BA EMRA RAHM, NM EAEE Ricmann 曲面 .人 
们 证 实 了 单 连通 的 Riemaan 曲面 共 形 等 价 于 上 列 三 种 典型 区 域 
之 一 : C,C 8 A= {s:|s| < 1). 这 里 所 亩 共 形 等 价 是 指 两 个 
Riemann 曲面 之 闻 有 一 个 共 形 同 胚 ， 即 在 双方 局 部 参数 表示 下 是 
HERAK., HEFTE, C 和 么 ,我们 将 单 连通 Rieman 曲面 分 
PER: KESIT C 的 被 称 鸭 构图 型 的 , 共 形 等 价 于 C 的 被 称 
为 锡 物 型 的 , 共 形 等 俐 于 么 的 被 称 为 双 曲 型 的 。 
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wi 是 梯 加 者 的 。 注意 到 型 蒜 变 饥 除 重 同 变换 外 去 可 能 有 
不 动 点 这 一 事实 ,很 容易 看 出 M 的 绪 盖 变换 群 只 包 省 恒 同 交 狠 , 析 
旬 话 说 ,万 有 畴 落 的 投影 =; — M 这 时 一 定 是 一 个 共 形 同 环 .于 
EM AJ g q €. 

Wt Q E yh). KARAER IRE C REC Fn 
一 人 共 形 自 同 胚 群 ，C 工 的 这 种 群 除 单位 群 之 外 只 能 有 商 种 : 一 
BA-TT rto ERR, Al {r z + maacZ) 
(a= 0); 一 是 由 两 个 元 案 s» z + a, Š z— z + a ERE 
Hé. S] {r z + aol 十 mayni m € ZY, 这 里 Im(on/ oi) = 0, 
把 前 一 种 群 记 作 T, AARET 很 容易 看 出 CIT, 是 柱 
Hi, C/T Emm. Hi, M 共 形 等 价 于 三 种 可 能 的 曲 瑟 , C, E 
MARE. CH MUR ETE REDE REUR GE EERE M 共 形 等 价 于 C.) 

94 Ë iuit, RTTETUL OR s E tit A3 
ARER BIR A TRES — DIRAE EE: 102729 P. 这 
REM JESEULT AIT. 

定理 222 任何 一 个 Riemann 曲 匣 村 必 共 有 形 同 胚 于 下 列 五 
种 曲面 之 一 ; 

GG; (C; GC — (0) ÈE); Gv) 环 面 ; (s) A/T, 其 
中 Tr 是 swa 的 一 个 子 群 . 

这 个 定理 通常 被 称 芳 单 值 化 定 至， 这 个 定理 告诉 我 们 ， 除 去 
几 种 个 出 情况 之 外 ,大 多 数 Riemann 曲面 具 形 等 价 于 AIT 形式 的 
曲面 . 

对 于 共 形 等 价 于 A/T 的 Riemann AM, RTAS A HE 
点 作为 其 局 部 参数 。 这 时 曲面 上 处 处 有 定 浆 的 任意 一 个 多 值钱 
析 函 数 ,借助 于 这 个 参数 表示 时 都 将 成 为 单 值 哆 数 ( 由 单 值 性 定理 
推出 )， 这 就 是 “ 单 值 化 * 一 词 的 来 由 我 们 将 这 种 参数 称 为 整体 
单 值 化 参数 。 

单 值 化 定理 对 单 复 变 函 数论 而 言 是 至 关 重要 的 . COD Riema- 
nn 曲面 上 的 函数 论 问题 化 妇 为 单位 圆 上 藉 问题 ;了 万 复 平面 上 的 辣 
LA ` 


“16l: 


724 [n Riemann dh 


由 单 值 化 定理 我 们 已 经 看 到 除去 亏 格 为 0 或 1 ThE 2 
外 ,其 它 闭 Riemana f IS R RENHAR ARIES 
格 >1 和 对 , 闭 Riemann HERENT HEAT. 以 后 参看 
到 , 闭 Riemanw 曲面 对 应 的 嫩 了 在 和 内 有 紧 致 基本 多 边 形 。 

紧 致 曲面 的 基 友 群 是 有 限 生 成 的 。 对 开 乞 格 为 & > 1 的 财 曲 
面 ,我 们 总 可 已 以 任意 点 p 为 始点 与 终点 选取 28 fI Pr 

HT agba, 

使 得 它们 质 对 京 的 同 从 类 生成 了 关于 m US AREE, 3 B #8 E T T 
条 件 


mpap agba Ae == 1, 
而 且 沿 着 这 些 用 曲线 割 开 ,曲面 就 变 式 一 个 单 连通 曲面. 
BASE IH, fA g > 1 第 闭 曲 面 A/T 化 Poincacé 度量 
"Fitur PUES SHOE H Rk P SR. 2A Gauss-Bonnet 公式 
adi: 


1 drdy 12 avg —1 
fate (g 1. 


225 微分 形式 与 Riemann-Roch 定理 


HEMER (m.s) 型 微分 形式 是 指 在 参数 变换 下 不 变 的 表 
达 汪 (adz"d4z， 也 就 是 说 ， 对 于 过 的 每 一 个 局 部 参数 都 指 
定 - ' 个 函数 qf) ,使 得 在 参数 变数 下 ?saz"d3 不 变 ， 比 如 ， 
对 参数 > 与 分 别 指定 丽 数 pe) I3 (D, 而 $ — (a), XXE 
满足 pCz)ar"da" = (gjdag, EI 

9) 一 é000)0' G2)^0'G2Y. 

对 十 戒 们 今后 讨论 说 来 有 两 种 向 分 最 为 重要 : (2,0 微分 形 
式 eG)? 与 (一 1,1) 微分 形式 “kajdzfaz。 FEE RER CT K 
微分 , 它 给 出 了 某 种 极 值 变量 ; BERRA Betrami 微分 ， 它 对 
Riemann 曲面 上 的 拟 藤 形 快 身 说 来 扮演 着 复 阁 征 的 角色 。 后 面 还 


DITE 


有 专门 的 段落 来 讨论 这 两 种 微分 。 
对 Riemann A, LI ( 半 纯 ) 微 分 pis 是 基本 
的 ， 当 于 参数 变换 的 共 形 性 和 中 的 全 纯 ( 半 钝 ) 性 ， 显 然 可 以 定义 
这 种 微分 的 雷 点 或 极点 ,以 及 它们 的 阶 ， 在 紧 致 Riemann 曲面 上 
如 何 计算 半 纯 微分 所 组 成 的 线性 空间 的 维 数 是 十 分 重要 的 ， 这 正 
是 Riemann-Roch 定理 要 回答 的 问题 。 
设 好 是 亏 格 3 > 1 的 团 Rieman 曲面 。 形 式 和 
a= > mPis € Z, p; € M 
SOMOS M ERO BR T, Eh n; 被 称 为 在 户 点 的 阶 ， 各 点 阶 数 
之 和 mto + n, WART a AREE dege. 两 个 除 子 
n 1 
a= D; np Ë = D mp 


i=1 isi 
之 和 定义 为 
a+ ñ= mb, + --- + np T mb 二 
其 中 着 pi 一 p, 时 则 与; 相 加 ;即将 np, 十 mipi 合并 为 
(n + mbi. 
好 上 的 全 体 除 子 组 成 了 一 个 Abd Bf. 
对 于 一 个 半 纯 微分 paz, PU nC) RREH P HM 
数 : ?是 零点 时 a(p) ERARE, p 是 极点 时 n (p) 是 极点 阶 
数 的 负 值 , 而 p 是 非 零点 与 非 极 点 时 «G0 一 0. 这样 每 个 微分 
pdz 者 对 应 一 个 除 子 
> nop, 


peu 
记 作 (pdz). 完全 类 似 地 ,对 于 任意 一 个 半 纯 函数 f, 也 可 以 定义 
它 所 对 应 的 除 子 U). 
容易 证 实 对 任意 的 半 纯 微分 pda REEK T, 
deg(pdz) = 2(g — 1), 
degli) = 0. 
Ba JEGCEEAGER-TWCE, PUTES A pe M 的 阶 数 部 
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不 小 于 a gi 68 AEk 84k pie (或 半 纯 函数 1) 所 
组 成 的 复数 域 上 的 组 伺 空间 , 半 记 之 为 D[e] GS EC TE Fog. 
记 为 Di[a]). Riemann-Roch ETEW 2; 
dimD[o] = dim —a] 一 dega + g — 1, 
对 于 我 们 今后 的 讨论 说 来 ,我 们 并 不 直接 应 用 这 个 定理 ,也 要 
围 它 计算 全 纯 二 次 瘦 分 的 线性 空间 的 维 数 ， 而 这 个 空间 的 维 数 决 
ET Teichmüller ZAKER. 


226 分 式 线性 变换 群 
设 rG) E— AXE EI 


re = Ea 


# r 不 是 恒 同 变 名 ， 则 7 至 多 有 两 个 不 动 点 。 因 为 这 归结 为 解 友 
程式 


» ad — ác = 1, 


[rud 
ex! — (a — d)r — b = 0. 


这 个 方程 式 的 判别 去 D= (¿ 十 ay 一 4. B jk, 5 DZ 08, 7 
SACRA: 而 当 站 一 0 时 ，y 只 有 一 个 不 动 点 。 对 于 后 一 种 
情况 〈 即 【ea dy 一 4)， 我 们 称 r AMHR. 对 地 前 一 种 情 
况 ， 我 们 还 要 进一步 分 类 。 
E D= (a + dy — 4 = 0, EXEC c6 0， 则 两 个 不 动 
点 为 (= — dEV D)e, BZA 5 m. EM Y 可 以 写成 
ns a Ki, 
won m 
如 果 一 0， 这 时 两 个 不 动 点 为 u= bf(4 一 0) Eja = x, jk 
#7 TUS 
w — r = K(z —2). 
现在 按照 这 丽 个 式 子 由 的 色 进 行 分 类 : E K — tud, TE 
AMEER A K > 0, Ry 称 为 双 曲 型 的 , 若 LK LB 


TTE 


ImK = 0, 

则 > 称 为 斜 观 型 的 ， 

设 了 是 分 式 线性 变换 组 成 的 一 个 群 . PRA n 与 x OX: 
于 了 等 价 , 如果 存在 一 个 元 素 Y ET 使 得 nmn). 点 和 的 等 
价 点 集合 称 为 z 的 轨道 。 一 个 有 无 穷 多 个 点 的 轨道 的 极限 点 称 
为 工 的 极限 点 。 了 的 全 体 极 限 点 通常 记 作 AT). 只 有 -- 个 极限 
点 或 两 个 极限 点 的 群 称 为 初等 群 。 一 般 地 , 若 已 -- AC) = $, 则 
T 称 为 真 间断 群 ， 这 里 C 一 ACT). 称 为 的 间断 性 集合 ， 记 为 
ar). 

极限 点 多 于 两 点 的 真 间断 群 称 为 Klein 群 。 对 于 这 种 群 而 
言 , 极 限 点 集合 ACT) 是 一 个 无 处 稠密 的 定 全 集 ， 保持 单位 圆 A 
《或 上 举 平面 后 ) RIEK Klein 群 称 为 Fuchs 群 。 对 于 Fuchs 群 而 
B, A(T)CƏA (或 RU(oo]). 因此 ，Fuchs 群 的 间断 性 集合 要 
么 由 一 个 分 支 组 成 ,要 么 由 两 个 分 支 组 成 .对 于 前 一 种 情况 , 称 之 
为 第 一 类 Fuchs 群 ,对 于 后 一 种 情况 , 称 之 为 第 二 类 Fuchs Bt. 

在 单 值 化 定理 中 ,曲面 AT 里 的 群 了 是 初等 群 或 Fuchs Bf. 
因此 ，Fuchs 群 在 Riemann 曲面 论 中 是 十 分 重要 的 、 因 为 斜 驶 型 
分 式 线性 变 约 没 有 不 变 回 ,所 以 Fuchs 群 中 没有 斜 驶 型 元 案 . 

一 个 合 断 群 T 的 基本 域 是 指 这 样 的 集合 PCA): 包含 了 
的 每 个 间断 点 的 等 价 点 集合 的 一 个 点 且 仅 含 一 点 ， 并 且 在 OCT) 
的 每 个 分 支 中 连通 。 对 于 Fuchs E, 基本 域 的 闭 包 可 以 取 成 由 非 
欧 直 线 弧 留 成 的 凸 多 边 形 ,该 凸 多 边 形 内 部 没有 等 价 点 ,而 其 边 成 
对 等 价 。 这 种 凸 多 边 形 被 称 为 基本 多 边 形 ， HP Riemann 曲面 所 
对 应 的 Fuchs 群 的 基本 多 边 形 在 人 《或 石 ) 中 是 闭 的 ， 由 28 条 
边 (& > 1 是 曲面 的 亏 格 ) 贸 成, 


$23 Riemann 曲面 上 的 拟 共 形 映 射 


23.1 X 5X5" 
ES 55 S 是 两 个 Riemann (E, EJ: S 是 一 个 保 向 
BUE 


HE., JEB DB T S, 与 和 的 局 部 参数 表示 竺 上 EC K FUE 
Vect LER f EIK MEERA EA K- RH, 

具 亲 地 说 , 若 Us 是 PE 5 的 一 个 邻 域 ,而 z — 005) 是 Us 的 
一 个 局 部 参数 ; Vn 是 大 站 51 的 一 个 邻 域 , w = agio) 是 Vi 
的 一 个 局 部 参数 ， 幅 党 限 上 述 要 求 ， 名 3fo@ :Dr 一 Pro 应 该 是 
大 拟 共 形 映射 。 因 为 首 自 变 量 或 当 变 量 的 共 形 变换 上 时， 上 KK 拟 共 形 
性 不 变 , 所 以 在 参数 变换 下 f SK 拟 共 形 性 不 变 ， 换 句 话说 ,上 述 
= x p BN. 

EF Riemann FHIR ZEAK PAREA fS. 一 S. 是 否 也 有 
fsoE TI ETE e SEHE BOR DEAREST 
Heltrami (k y. 

设 六 2% 一 3 是 天 -gc， 瞻 射 , 像 前 面 说 更 的 那样 , CEP 
1(p) 的 其 局 部 参数 表示 下 沪 

wc eje t (a), 
设 pw 为 这 个 局 部 式 的 复 特征 。 当 必 更 换 为 其 它 局 部 参数 由 【这 
相当 于 w = wlx) 复合 以 共 形 映射 w 一 ptw)) 时， 局 部 表示 
的 复 特 征 不 变 , 即 pw nu. 但是, SBE 2 一 00) ERARA 
一 个 局 部 参数 【了 di) (这 相当 于 w 一 wla) 作 户 变 量 共 形 变 
f Úa = A) m oU) M ARER eala) 变 成 
GA XY COL QD). 
这 就 是 识 , 喘 射 了 的 局 部 表示 式 的 复 特征 依赖 于 5, 上 局 部 参数 的 
A, REET z 一 020 与 《一 40) ORRERI ele) 
5 ut), 那么 
- AU) 一 AGES). (23.1) 
这 表明 adxlds 是 S. 上 的 一 个 微分 彩 式 ， 其 中 上 是 有 界 可 测 函 
H HAR 


iala s CK — DHK +1). {23.1} 
这 样 ,我 们 证 明了 , EE— 4 K HLHOEBUM fiS S 都 在 5 


1) AF Rieman 由 面 的 局 部 攀 作 之 间 的 要 换 钓 Jacob HEEN, MKA 
NIGEL BAUER, 
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上 诱导 了 一 个 Reltrami 微分 pndz/dz， 其 中 上 是 上 在 局 部 参数 = 
的 表示 下 的 复 特征 ， 很 自然 地 ， 我 们 用 这 个 微分 形式 来 巷 代 平面 
情形 的 复 特征 。 

值得 注意 的 是 ， 虽 然 上 依赖 于 局 部 参数 的 选取 ， 但 是 它 的 模 
lal 却 是 S. 上 的 一 个 函数 ， 不 依赖 于 局 部 参数 的 选取 【这 一 点 
立刻 由 (23.1) 看 出 .) 因 此 , 我 们 定义 + 的 最 大 伸缩 商 没 有 任何 困 
难 : 


Kt = esssupl(1 +e = IaDt. (23.3) 


由 (23.2) 可 知 : 
KIISK. 
显然 , 当 K = 1 时 , + 就 是 S. 到 S RERE. Eih E 1 是 
K-q.c. 映射 ,而 #8 基 K.-q.c. Bf, RE fog 是 K - K.-q.c. 映射 


且 有 
K[feg] < KIF] - K[g]. (23.4) 


这 里 我 们 提醒 读者 , 若 将 定义 中 的 天 拟 共 形 性 的 捷 字 去 掉 , 换 
名 恬 说 ， 只 要 求 f 在 局 部 参数 表示 是 拟 共 形 的， 我 们 则 不 能 说 f 
是 拟 共 形 的 。 局 部 是 拟 共 形 的， 但 整体 上 未 必 是 拟 夫 形 的 。 在 讨 
论 平面 拟 共 形 映 射 定 义 时 就 指出 过 这 一 点 。 


232 ” 拟 共 形 映射 的 提升 


单 值 化 定理 告诉 我 们 ,除去 几 种 特殊 曲面 之 外 ,大 多 数 曲面 具 
有 双 曲 型 万 有 虱 盖 曲面 。 我 们 将 重点 讨论 具有 双 曲 型 万 有 履 盖 的 
Riemann 曲面 。 

由 于 双 曲 型 万 有 覆 益 共 形 等 价 于 各 或 村 ,所 以 我 们 不 妨 直 控 
就 把 A 或 好 看 作 是 万 有 覆盖 ， 只 要 把 投影 作 相应 的 调整 就 锣 了 . 
在 今后 的 讨论 中 ， 我 们 将 在 多 数 情况 下 用 上 半 平 面 H PHAR 
mz. 

iO) E SPS 8, r 是 其 覆盖 变换 群 。 那 么 $ 共 
形 等 价 王 用 /Fr，T 是 一 个 初等 群 或 无 挠 的 Puch 群 ， 其 中 每 个 
元 素 都 是 实 系 数 的 。 
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R fhas EAR. Xd H) E s PR, 
1 一 0,1， HAE 和 上 一 H 满足 关系 式 


mo] = lom, 
INBE E F FIZ HPA 
H-H 
ZI 
5-5 


则 了 称 为 f 的 一 个 提升。 

司 凸 的 提升 总 是 存在 的 。 我 们 先 在 H 中 取 定 一 点 aa。 这 样 
在 5。 上 得 到 一 点 po = wo(zo)， 相 应 地 在 S, 上 有 一 点 n = f( n). 
在 本 上 取 的 一 个 上 方 点 wa, BÉ mw) 4. 对 于 任意 一 点 
z€ 村 ， 我 们 用 一 条 弧 &CH 连结 za 与 z 使 和 的 始点 为 cs init 
UG n. 投影 到 S 上 我 们 得 到 一 条 弧 a mla), DI po 为 始点 
而 以 pm) 为 终点 相应 地 在 S EER A= a), 以 e 为 始 
点 而 以 FCo) 为 终点 ,过 wo 点 提升 弧 和 得 到 一 条 弧 B. 12 B OIX 
为 w, 令 wafla) 这样 得 到 的 ?就 是 f 的 一 个 提升 ， 这 里 首 
先 应 该 证 明 的 是 只 依 者 于 而 与 & 的 选取 无 关 。 事实 上 ， 若 取 
另外 一 个 连结 z 5a M a, BB Z < = z(a) 必定 同 伦 于 a, 因 
Wü 8 = (a) 同 伦 于 8 设 包 是 FF 过 wo 的 提升 .根据 单 值 性 定 
理 扩 的 终点 与 名 的 终点 相同 , 即 必 是 唯一 确定 的 。 其 次 应 该 证 明 
了 的 单 射 性 。 车 有 两 点 sn, JUS on = (m). 事实 
E.H a ERA e Im Pm 3,2. 那么 ma) 一 a 一 定 不 同 伦 于 
m) — os. FH T FREU RE E, a) AEF FG). 从 而 它们 过 
ws 的 提升 的 终点 不 相同 ， 最 后 应 该 证 明了 的 连续 性 : 由 于 了 显然 
满足 关系 式 sno] — fom， 所 以 它 局 部 地 可 以 写成 了 一 ofon, 
而 投影 m 与 二 都 是 局 部 共 形 的 ,由 此 推出 了 是 连续 的 . 

一 般 说 来 , f 的 提升 不 是 唯一 的 , 它 依赖 和 基点 zt ww 的 选 
IR. 

现在 进一步 假定 1:5 S, 是 拟 共 形 映射 。 我 们 来 研究 它 的 
提升 了 
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首先 ，f 的 提升 ?也 一 定 是 报 共 形 的 。 事实 上 , 7 不 是 别 的 ， 
正 是 了 借助 于 S, 与 S, 的 整体 单 值 化 参数 的 表示 式 .根据 定义 ;7 是 
氢 共 形 的 。 其 次 ,我 们 来 考察 7 的 复 特征 。 没 fS 一 S 所 诱导 的 
Beltrami 微分 借助 于 S 的 整体 单 值 化 参数 表示 时 为 

ula)dzjdz, wsc H, 
其 中 严 是 H 内 的 函数 ， 对 于 任意 一 个 元 案 TEn, A15 
ere) 
对 应 于 5 上 同一 点 。 换 旬 话说 ，* 与 4 一 了 (x) 可 以 看 作 是 点 
aC) 的 两 个 参数 ， 根 据 (23.1) 可 以 推出 + 满足 
BG) = uiv CIT G)/v'Gy),Nv eT (23.5) 


233 fH MESI RE 


Ék ES ES Riemann hi, 1 与 8 是 5 到 5 的 两 个 同 
W. 我们 说 f 与 8 是 司 伦 的 ,如 果 存 在 一 个 连续 映射 
F:S X [0,1] — S, 
使得 FP(p,0) — fG0, FCp,1) 一 88)， 对 于 一 切 pe S. —Ul 
与 f 同 伦 的 同上 旺 所 组 成 的 集合 被 称 为 f 的 同 伦 类 , 记 作 (fJ. 
现在 我 们 研究 在 同一 个 周 伦 类 中 的 同 胚 的 提升 有 何 特点 . 
我 们 假定 % 555, RA Rh p AME EVE CH e) Re S. 85 
FAME, CURES SEE, 一 9,1. 
根据 上 面 的 讨论 , S. 到 s, 的 任何 一 个 局 胚 了 的 提升 了 都 给 出 
到 T. ROS ERE: 
3v ijora, 
这 个 同 板 对 应 被 称 为 岂 了 所 诱导 的 。 
定理 23.1 设 了 与 ?是 3 到 St 的 两 个 同 是 ,并 及 ?与 了 分 别 
E f 5 z #| HARR LU f 55 e HO) TURA fr tF tE— r, € 
n, es 
Xp r Yi, (23.6) 
E. 先 证 明 条 件 的 充分 性 MEE (23.6) 成 立 , 证 明了 同 伦 
Tg Y k= rep, W 
' ae 


DES (23.7) 
对 于 每 一 点 46 [0,1], 我 们 令 名 (3,4) 是 非 欧 直 线段 GG), 
所 xz)) 上 一 个 点 ， 它 到 了 Cs) KERKERS EZ AG) IKER 
之 比 恰好 是 1: (1 一 和。 显然 ,多 是 * 与 上 的 连续 函数 。 
对 于 任意 一 个 元 素 Y € Do, 由 (23.7) 可 知 
Ao roh! = foyof ^, (23.8) 
4 8 一 Hoyo8 WA Pob ov, Af = }or, EE A 保持 
Poincaré 距离 ， 由 此 不 难看 出 ,名 (zf) 作为 * 的 函数 EO 有 
BoF, = For, 
1880 F) 可 以 投影 为 5 一 S, WARRE F. 显然 ，F, 作为 
$ X [0,1] 到 S, 的 映射 也 是 连续 的 ， 和 根据 P 的 定义 ， 
Bem, Ro—-b—g ` 
因此 ,了 Fe T e. 
现在 证 明 条 件 (23.6) 的 必要 性 ， 坝 了 了 与? 同 伦 , 即 存在 一 个 
连续 映射 PIS X [0,1] — S, 使 得 F(p,0) — f, F(p,1) — z. 
REA (23.6) RU. ， 
ope So。 是 任意 取 定 的 一 点 ，zo€ H JE ES. 
令 m Ga). 过 ws 提升 曲线 c: t> FOR) G€ [0,1]) 得 
到 曲线 < 
对 于 任意 固定 的 :e [0.11， 我 们 以 2 及 
un € EGnQun) = POpost)) 
为 基点 提升 连续 映射 Fil) 三 F(p.) 得 到 F), BIHE 
完全 类 似 于 上 一 节 ,不 难 验证 Ža) E (eur) 的 连续 函数 。 
根据 拓扑 学 中 的 定理 ,我 们 可 以 不 失 一 般 性 地 扔 害 PCp. e) RE 
一 个 同 痕 ， 即 对 每 一 个 Elp) 是 5, 一 5, 的 同 凸 。 在 这 样 的 
BEF, P(O) 是 村 一 上 HAR. 
这 时 ,对 于 任意 一 个 TET 及 é [0,11] 有 
y, = B. ayo rir D 
对 于 任意 一 点 e€ H, TG) 连续 地 依赖 于 EE, 0 是 
关于 T 938608, BIET. de H N PERGE E PJI 


NU 


£r,G):ie [0,110 
Te H RUCRARIBU. DEDI. Tm Porr. Ws F. = 1, # 
们 得 到 
Forst = forof vv € r€ [0,1]. 
HIS 1 一 1， 即 有 
Pioro = foro]? Mr € Ta, (23.95 
即 
Xg, = Xi, (2310) 
Jüigsg X. F. E iS S DL z Ren Gn Ger) 一 gle) 为 基点 
WT. z 5 Ë 都 是 8 的 提升 ， 所 以 最 多 相差 一 个 关于 r. BE 
AGUEDUSÉAdE, 事实 上 ,， 设 w 一 ge), WA ë E g D| z R 
DEARER. HF wi 与 w 是 关于 T 的 等 价 点 ,所 以 存在 一 个 
TE rer 使 得 o= TQ). 这 时 7iog 是 8 以 mm 与 mm 为 
基点 的 提升 ; 即 Po rog. TEE (23.9) 有 
yiogoyog tori! = feyo], 
WA (23.6). utt. . 

推论 设 9? 是 亏 格 >1 的 闭 Riemann 曲面 3 的 一 个 共 形 自 同 
陡 。 若 四 同 伦 于 恒 同 映射 , 则 9 一定 是 恒 同 映射 。 

证 。 我 们 设 〈 如 ,<) 是 5 的 万 有 艰苦 ,T 是 在 盖 变换 群 . 设 
$:H — H 是 9 的 提升 ,那么 名 是 保持 H 不 变 的 共 形 映射 , 即 分 
式 线 性 变换 。 根 据 定理 23.1, 存在 一 个 7,&T 使 得 

$orop T07070D ,YY € r. 
这 是 因为 但 同 自 同 凸 的 最 简单 的 提升 是 H 的 恒 同 映射 , 它 所 诱导 
BARE 77. 
命 B rip, WA 
Boyop = ry,Vr ET, 

TE3 TF n . 

poynop = y^, YY € T. 
BTIRABECEEGD. GOCMNHEOOE. DROH a — co 时 ， 
Y'GO) BT Y 的 一 个 不 动 点 z€ R, 不论 r€ H 取 怎样 的 值 . 因 


Dru 


此 ,我 们 有 M = *、 另 外 ,我 们 交道 ,r 中 的 元 款 的 不 动 点 集 在 
员 上 种 疼 而 8 是 分 式 线性 变换 ， 由 此 锥 出 fla) — z, M 

再 一 7 (23.11) 
EEA Y,E Fr， 则 由 上 式 立 即 准 出 9 是 重 同 映射 ， 证 毕 . 

由 以 上 证 明 中 可 以 四 出 ， 我 们 不 必要 求 工 的 元 素 的 不 动 点 集 
合 在 衣 上 讽 密 ,而 只 要 有 两 个 以 上 的 不 动 点 ,就 可 以 认 出 (23.11). 
因此 ,在 推论 叫 可 以 放弃 开 曲 面 紧 性 的 要 求 ,而 改 为 要 求 对 记 的 妖 
丰 基 非 初等 群 就 是 够 了 ， 初 等 玫 对 应 的 曲 玖 只 有 少数 种 , 医 此 , 
除了 这 几 利 例外 曲面 之 外 , 锥 论 对 大 多 数 曲 而 成 立 
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Wc 是 平 而 É 上 的 一 条 Jordan 曲线 ， 若 Klan 8 T 中 的 每 
一 个 元 素 都 保持 C RE, C 一 C 的 每 个 分 支部 是 T 的 不 变 集 ,这 
IERI UE Fuchs BÉ. Æ AT) = C, MT 2238 — SI Fuchs 
B. B AQ C, WERT 为 第 二 类 拟 Fuchs Ë. 

显然 , 当 C 是 单位 回 周 或 RU [col if, Lise SIG O Fuchs 
RERED RHI Fuchs Bf. 

有 没有 天 是 Fuchi HAM Fuche 群 呢 9 问答 是 肯定 各， 事 
ZE, 亏 格 8 之 1 的 Riemann 曲面 上 的 每 一 个 _ Beltrami 做 分 都 
对 应 于 一 全 拟 Fuchs Bf, 

我 们 知道 。 末 于 具 育 双 曲 型 万 有 看 议 的 遇 而 而 言 , 每 一 个 
Belrami 微分 都 可 以 提升 为 上 半 平 面 H LATHA Fuchs BRT 
的 Bettram: 微分 , 即 和 上 有 界 可 测 函 数 <, lule < 1, EE 

ule) = ur GO) GOj Y GO). Vv € T, 
kimt 我 们 用 PRGR SOEUR M, e EEUU 
PARRE C FERE SHEH H,HE 0, U, co 不 动 , 命 
Ta = {fuer aft r ET}. 
那么 , Te 组 成 一 个 群 ARH MH) 与 L) RE, T. 称 为 
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Fuchs 群 的 形变 . 

现在 说 明 Ts 中 的 每 一 个 元 素 vam Level (r € T) -ER 
DRAHE. Ds T. ÉE UL) 中 的 复 特 征 为 零售 

g-der, 

Bb c E Es H 上 复 特征 为 OGTT a) = ale). 
生 复 合 脆 射 的 复 特征 公式 可 知 ，7。 一 ph 在 SUD RS 
MEDE. 这样 Ys 是 全 平面 上 的 共 形 映射 , 即 分 式 线性 变 投 . 

由 于 了 与 r, Zl EARS LEO UG 

r foro, 

所 以 很 容易 看 出 AUS) CIAR) J (ot. 

Bk, T. 是 一 个 撤 Fuchs 群 。 由 于 的 取 苇 可 以 十 分 注意 ， 
5 LH) 一 般 说 来 不 再 是 上 半 平面 万 ,而 是 一 个 拟 加 . 

WERE ME Fuch 群 , 它 保持 Jordan 曲线 C 不 变 。 EE 
CHARD SINE D^ 中 作用 是 间断 的 ， 这 样 ，D/T 与 D*/T 表 
示 两 个 曲面. 

这 件 事 告诉 我 们 ， 有 蘑 种 美 系 投 两 个 则 富有 可 能 用 同一 个 属 
表示 出 来 。 这 便 是 下 一 映 要 讨论 的 五 是 


24.2 同时 单 值 化 定理 


现在 我 们 证 六 两 个 有 相 局 亏 格 8 之 工 能 紧 致 Riematn 曲面 
$5 S, 可 以 由 同一 个 氛 Fuchs 群 实现 单 值 化 ， 也 即 存在 一 个 报 
Fuchs 群 G， 它 保持 Jordan HACKE, EE S, 与 3 分别 共 形 
BrT DIG 5 D*)G, READS D" 分别 是 C 的 内 部 与 外 部 ,这 
TEREF AAMAR. 

这 个 定理 的 条 和 件 与 结论 都 与 报 共 形 瑞 射 无 闫 ， 但 其 证 明 却 依 
CT HICEJEIBOR ,或 者 更 确切 地 说 * 至 今 人 们 慢 有 找到 一 个 不 依 同 
THEE RERO UEGR. 

ZF AE E> BI, 我 们 首先 来 说 明 一 个 事实 : WES SS, 
RADERAR H Riemann 曲面 , f: S 一 3 是 一 个 保 向 同 

ENE 1 fol ede x8 — T ROREM, 
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这 医事 倩 的 证 和 依赖 于 拟 共 形 延 拓 原理 ， 即 两 个 有 共同 边界 
弧 (Jordan 张 ) 的 区 域 上 的 氛 共 形 映射 ,如 果 在 公共 狐 上 有 相同 的 
这 界 值 , 则 它们 可 以 合并 为 一 个 在 新 区 域 上 的 拟 共 形 映射 ,这 自 新 
区 战 是 载 上 述 两 个 区 域 之 并 再 地上 公共 这 界 红 所 形 咏 的 区 域 . 

在 54 上 给 定 一 个 三 角 训 分 loot 其 中 每 一 个 0 表示 
S 工 的 一 个 三 角形 。 这 时 在 S. 就 相应 地 坦 到 了 一 个 三 角 害 分 
Uti) Ha) EERE- E Ded AD AR LR D # EH 
不 改变 f 的 后 伦 类 , RUIT ded ORT AEA laus) 的 每 
个 顶点 附近 修改 1 的 定义 ,使 之 在 每 个 顶点 附近 都 是 拟 共 形 的 ; 然 
后 , 再 沿 着 每 个 三 角形 o; 540395 f 放 局 部 稀疏 ， 使 之 在 每 条 
边 的 一 个 邻 域内 是 掀 共 形 的 。 这 名 然 是 能 作 得 到 的 。 MERTE 
这 样 修改 后 的 同 且 依然 记 作 f, 那么 映射 

11,4:2; 77 KajX i — 1,2,.**,n) 
EBZAK fc) 的 一 个 局 是 ,而 在 三 角形 o 的 边界 Oc, 附近 
EWI. 这样 ， 我 们 的 问题 归结 为 在 保持 边界 值 不 变 级 条 件 
下 将 了 在 ai 的 内 部 也 修改 为 氢 共 形 的 ， 这 也 是 作 得 到 的 。 旦 管 它 
不 那么 如 而 易 列 ;为 说 明 这 一 点 ， 我 们 将 四 与 人 cj] 分 别 共 形 映 
射 为 单位 加 ,这 于 ARET- TAR ja A, f AR HA 
EMERI Lb in J EIR {2:7 < le) < i) 办 是 拟 共 形 的 .很 
容易 证 实 ?, 存 在 一 个 拟 共 形 映射 &:A — A, 使 得 了 ,5 一 gls: 其 中 
B= (z: < jele lihan r. 
e BED Rimano 曲面 说 得 到 了 我 们 所 要 的 o, 到 gy) 的 
氢 共 形 映射 ， 显 然 , 把 所 有 这 些 拟 共 形 映射 合并 闫 s, 到 S, SSD t$ 
就 达到 了 我 们 的 变 求 . 

在 证 明 局 时 间 信 化 定理 之 前 ,我 们 还 要 回顾 Riemann 曲面 的 
镜面 像 与 镜 医 反射 的 域 念 ， 设 5 是 一 个 Riemana 曲面 。 根据 定 
义 它 是 由 一 个 走 通 的 Hausdorff 空 名 及 一 个 地 医 朋 {Uo,9。} 所 
确定 *， 其 中 e, U, C 满足 共 形 相 容 的 条 件 。 很 容易 验证 ， 


N HEBEL GUERRE CIC REB [54] p-p $t. 
2) 通常 无 须 区 则 好 与 4, 版 在 这 样 作 仅 是 六 了 清楚 ， 
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17,,6,) 也 是 一 个 共 形 相 容 的 地 图 肌 。 因 此 ,好 连同 (U. $. 也 
砚 定 了 一 个 Riemann 曲面， 我 们 称 之 为 3 的 镜面 像 , 记 为 3, 

定理 24.1 设 3 S, ERAS g > 工 的 闭 Riemann fE 
看 ， 几 存在 一 个 拟 Fuchs Hr 

$, — DIT,S = D*jr, (44) 

这 里 D 与 D* 是 了 的 不 变 Jordan 曲线 所 围 的 两 个 区 域 ,等 号 表示 
XS. 

证 ， iS RE Ses mie. XU (Hm) 5 (Hn) 分 别 
E: Sa 53 S, 897 63825 hBi, To I8 T. D BU EX AL REIS TEE 
[2 p 

$ = HiT,,5,— H/T,,S, = LIT, 

其 中 上 表示 下 半 平 面 。 

ECTS 5S 有 相 俩 的 乞 格 数 ， 所 以 它们 之 间 至 少 有 一 个 同 
BF. 月 根据 本 笋 开头 时 说 传 的 事实 ， 这 个 同 肛 的 同 伦 类 中 包 售 入 
JOD M. Mk 大 5- S URBAN. KRIE I IER 
TORRID e. W telja <1 ñ 

pU) = p(T (a) )Y G) t Y Gs v € Ts. 
关于 这 个 us RAE T, 的 变形 
(To), = faTi. 
RNEER, (To) 是 一 个 拟 Pachas H, ELI AR) J Eon 1 为 其 
下 变 曲线 。 命 
T = (T, D* = fU ,D — fL). 

以 下 我 们 证 明 (24.1) 式 成 立 ， 

EFATE A Y T, jorott ET, PATA 可 以 投影 
为 HiT 到 AHAT SOURCE EH WRA z. ROMA.: 

f$ > Si 
BEII RARE a. Dub. Let 是 H ciH 的 共 形 
Hah ktat, gof7:$, HHT RR. TE 
S = (Hy, 

AREE X -- D*/T. BJ, fa L 可 以 投影 为 二 Am Bi fL T 
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的 映射 ,而 这 个 映射 是 共 形 的 ,因为 F| L 是 共 形 的 。 因此， 
L[Ty = f(L)IT, 

也 即 % 一 D/T. 定理 证 毕 . 

从 上 漆 证 明 中 可 以 清楚 地 看 到 , S. 与 % 不 一 定 是 紧 曲 面 ,而 
只 要 他 们 之 间 有 一 个 拟 共 形 同 有 是 ， 并 且 它 们 都 具有 双 曲 型 万 有 用 
盖 曲 面 ,那么 上 述 定理 依然 成 立 。 

回 时 单 值 化 定理 是 Bers?" 建立 的 。 这 个 定理 在 Thurston X 
TEENER ALPE A, 
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第 八 章 [H Riemann 曲面 上 的 极 值 问 题 


40 年 代 切 德国 数学 家 0.Teichmilee 研究 了 下 述 的 极 值 问 
E: ”在 给 定 的 两 个 务 Remann 曲面 之 癌 的 同 伦 类 相 号 求 使 最 大 
者 编 姜 达 到 最 小 的 掀 共 形 映射。 Teichmüller 还 把 这 个 向 题 同 著 
名 的 Riemann 弗 面 的 模 同 题 联系 起 来 ,为 模 癌 显 的 解决 与 深信 研 
EBORE. 50 年 代 之 后 ，Aalfors 与 Ber 发 展 了 Teichmil- 
ler 的 理论 , 亿 之 成 为 当今 十 分 活路 的 一 个 研究 领域 . 

本 章 将 主要 介绍 Téchnüler 的 上 述 极 值 问题 的 解 的 存在 性 
定理 与 唯一 性 定理 ， 为 了 证 明 这 些 定理 作 准 备 ， 我 们 先 讨 论 有 关 
二 次 微分 的 基本 性质. 

有 关 Teichmallee 理论 的 进一步 讨论 ， 将 在 后 面 几 章 中 送 步 
RF. 


5235 m HEU 
54 若干 基本 概念 


设 3 是 一 个 Riemano 曲面 , {U0。,9。} 是 它 的 地 图 册 .， 若 对 每 
一 个 局 部 参数 > — 0,00), TORTE IER IE TEAR p), 
使 得 pdr 在 参数 变换 下 不 变 。 则 表达 式 pir 被 称 为 
二 次 第 分 。 正 象 在 上 一 章 中 已 经 指出 的 ， 这 惠 微 分 是 {2, 0) 形 
R. 

当 所 有 的 要求 为 全 纯 ( 半 纯 ) 的 > 则 称 之 为 全 纯 ( 半 纯 ) 二 次 
微分 ， 今 后 我 们 的 讨论 限于 半 纯 或 全 纯 二 次 向 分 ， 不 阁 呀 更 广泛 
ROG MEUSE OR PET DER SEP Re S 

由 于 了 Riemann 幢 面 上 的 参数 变换 是 共 形 的 ,所 以 可 以 谈论 一 
个 半 纯 二 次 微分 的 零点 ,极点 ,以 及 它们 的 阶 。 
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一 个 二 次 微分 的 极点 与 零点 统称 为 它 的 临界 点 ， 而 其 它 点 称 
为 正则 点 . 

设 pda’ 是 Riemaon 曲面 5 上 的 一 个 二 次 向 分 ， 若 沿 着 S 上 
WRI c 处 处 有 pads > 0, 则 < 称 为 paz: 的 一 条 水 平 轨 线 驱 ， 
ERN cA pd < 0， 则 “< 称 为 di 的 一 条 垂直 扫 线 
ai. 

设 Pa 6 S 是 dz 的 一 个 正则 点 。 BEU, 是 它 的 一 个 参数 
fk 2:U, > (lel < r) 是 它 的 一 个 局 部 参数 , B. ao. 设 在 
ABER = 的 表示 下 二 次 微分 有 表示 式 eG042, 那么 名 点 的 正 
MERZA q(0) 六 0。 EU, 充分 小 ( 即 r 充分 小 )， 这 时 使 得 


VTP 可取 到 一 个 单 值 分 支 ， 命 
p= [Valz <r. (25.1) 


那么 ,5(0) 关 0. 因此 , 当 " JEANS RH 
zt bel < r 
是 一 个 共 形 映射 。 因而 “可 以 取 为 六 的 某 个 小 邻 域 的 局 部 参数 ， 
H (25.1) 可 知 ,在 这 个 参数 下 二 次 微分 有 最 简单 的 形式 : 
pdz dp. (25.2) 
使 得 025.2) 式 成 立 且 把 p 点 对 应 于 5 一 0 的 局 部 参数 L 被 
称 为 pds? 在 正则 点 的 自然 参数 . 
车 在 正则 点 如 处 有 两 个 自然 参数 5 L. WA 
一 th. (25.3) 
二 次 向 分 pdr 的 水 平 轨 线 弧 ,局 部 看 来 它 对 应 于 自然 参数 下 
的 水 平 线 段 。 垂 直 要 线 驱 对 应 于 自然 参数 下 的 垂直 线段 ， 反 之 亦 
然 ， 这 样 我 们 给 出 了 轨 线 驱 的 几何 解释 . 
在 正则 点 自然 参数 的 存在 性 还 告诉 我 们 ， 在 正则 点 的 充分 小 
的 局 部 邻 域内 ,过 一 点 有 且 只 有 一 条 水 平成 垂直 轨 线 驱 ， 
两 此 ,一 条 水 平 或 垂直 轨 线 驱 总 可 以 继续 延长 下 去 ,只 要 其 端 
点 是 正则 点 。 一 条 和 极 大 的 水 平 轨 线 弧 称 为 水 平 轨 线 ， 而 极 大 的 垂 
卓 轨 线 驱 称 为 垂直 轨 线 ， 水 平 轨 线 有 时 也 简称 为 妃 线 ， 


EVE 
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这 里 我 们 提醒 读者 ,根据 定义 ,水 这 斩 线 或 垂直 锦 强 上 没有 临 
黑 点 而 只 有 正则 点 ， 轨 线 可 以 郑 向 于 一 个 临界 点 ， 担 它 不 属于 该 
Lr 

RERNA- tp SEN ES FIORI VA BORN Rs 

设 n€ Š 是 dr 的 m 队 零点. X ZEE RETI 
WR, CH U, 对 应 于 (|z| < r) 而 Pp。 对 应 于 z 一 6。 BE 
在 参数 z 的 表示 下 二 次 做 分 表 为 eG ds, Tf 

pla) = ze. lal < r, 
pmo o Ee, 600) 9 0, Ë r 充分 小 使 得 W $ 可 取 到 一 
TATE JUR 
Abg) — hh bm sb rh OV || < r. 

fg c 28iiCm 和 十 2 十 27)， 则 形式 上 有 


(va 一 f SV uds 一 1" lat az Ro). 
注意 到 a = 0, 故 可 取 到 
【co 十 eum 十 站 | < 
的 一 个 单 值 分 支 [ 记 之 为 (D). HE: 充分 小 ， 这 样 ， 
[Va = [ah] un] < r. (254) 


因为 A(0) 9 0， 所 以 在 r 充分 小 时 A) 是 共 形 映射 ,于 而 
b = hla) 
可 以 作为 户 附 近 的 一 个 局 部 参数 ， 在 这 个 局 部 参数 表示 下 ， 


pde ( + 1Y ran. (255) 


事实 上 , 当 去 一 0 时 此 式 显 然 成 立 .在 L6 0 Bab z == 0 Ëf, 
在 5 的 充分 小 的 叙 域 内 iT 可 以 到 到 一 个 单 值 分 支 。 这 时 对 
(254) 微分 再 到 平方 即 得 (25.5). 
满足 (25.5) 的 局 部 参数 被 称 为 ode 的 零点 附近 的 自然 戎 
数 。 若 有 另外 一 个 自然 参数 C. WA 
g = eù," = 1, (25.6) 
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SVEERIT akii bhie mbh EA P MLRD. 没 
而 的 分 域 口 而 应 于 人 让 < oht XDEDT EI RRL Eo 
AMgm-r 24g. 


s, 一 fe: Ir 一 agg < tton, 
n42 m+ 2 


£-—0,1,:-.,m-c i 
相应 地 ,这 CHE AME 2 SUD S.L RCDEIEUAME 
scm CU LUE <o, 

那么 它 在 每 个 S4 DIEAEINEN, HE s, 变 成 纪 的 土 半 平 面 与 
下 半 平 面 ， 另 一 方面 ,注意 到 pdr = dw, RREH par 的 执 
线 弧 对 应 于 ww 平面 的 水 平 线段 。 这 样 , S, 的 边 是 两 条 伸 向 # 的 
Jp enak T Š, 的 内 部 日 水 平 轨 线 所 布 请 

ARMERT EMER Am 十 2 条 水 平 办 线 弧 以 
该 零 点 为 其 兹 点 ,该 mm 十 2 条 雪线 或 把 零点 邻 域 分 为 等 角 的 中 十 2 
TÉAIE.RCHAUDAANECEmE B2slgH T—W EA 
BHEE 3028093. BANERA KEN RRAE BE 
TURAREN KEARE AHE, MER 
充 在 图 25.1 cub. 

对 于 极点 附近 的 自然 参数 和 轨 组 的 局 部 结构 的 讨论 略微 复杂 
£, 由 于 我 们 今后 兵 用 到 一 阶 或 二 阶 极点 的 情况 ， 所 以 只 戏 这 两 
种 情况 作 些 讨论 . 

设 记 是 一 阶 极点 ,这 时 p) 可 表 为 

pla) = la + art o), lal < r, 

其 中 sa D. RAE AR laat oz 十 .…)3 A 
支 , 并 假定 

Cac, ma + o) m b, + bz sub 0,|z| nr. 
这 时 ， 命 cam 2C R), k= 0, 1, e. 那么 ， 
tese 0, 318. 


[yv 一 zi(c 十 ca 二 -sz| < z, 


0 
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Ls 

t= zatarty, (25.7) 
A ¿— LG 在 = = 一 0 的 充分 小 邻 域 内 是 共 形 的 ， 根据 < 的 定 
义 , 不 难 自 《25.7) KES 


gir = ius, (25.8) 


DUET E R UB Pd NES ELIT ME: 
足 (25.4) 要 求 的 局 部 参数 称 为 自然 参数 . 

我 们 现在 考虑 函数 

e= A, 

CUORE SMTAMAS DC HR E EJ, METRA o É3 
上 半 平 面 或 下 半 平 面 ， 再 一 次 光 意 到 pd2 = dw, UEH edes 
的 水 平 执 线 弧 对 应 于 ww 平面 的 水 平 线段 ， 而 各 平面 的 水 平 直 线 在 
平面 的 像 是 一 条 绕 过 原点 分 居 正 实 轴 两 出 的 曲线 ， 此 外 , 从 
(25.8) 看 出 在 正 实 轴 上 pda > 0， 从 而 它 对 应 于 曲面 上 一 条 水 
SESVAREL. 

总 之 ,我 们 证 明了 ,在 一 阶 极点 附近 ， 有 一 条 而 且 只 有 一 条 水 
平 轨 线 弧 以 该 极点 为 映 点 ， 其 它 委 线 绕 过 航 点 公 居 在 上 述 雪线 的 
Fi BL ILI 25.2。 


当 p Æ gar 的 二 阶 极点 时 ， 
PO) = z (aaa tas ES 
很 容易 证 实 , 此 处 非 鹤 常数 a KRATERE z 的 选取 。 像 
过 去 一 样 ,选取 (aaa t U 的 一 个 单 值 分 支 ; 并 设 
(aa c aca b s )E m e bz. |z] < r, 
那么 ， 
[Vra oomen 


= log z + ba ++ be Ten 


注意 到 aca TES Sic dE MS PIRE. EL IA E t sz e 
pd? = a.p), (259) 
tt BT 
halog z + bie + lae om | aa bgt. 


注意 到 名 一 Ya-; ,我 们 所 要 求 的 5 应 该 是 
tra erbe (25.10) 
现在 , 我 们 来 证 明 根据 (25.10) 式 定义 的 满足 要 求 。 首先 
该 函数 在 z 一 0 的 充分 小 令 域 内 是 单 叶 的 , 因而 可 作为 的 一 
个 局 都 参数 ， 根 据 (25.10) 式 ,不 难 验 证 Q5.9) SURG, 
二 阶 极点 附近 的 雪线 结构 可 以 通过 讨论 
w= Af a.a logi 


47250 4 «0 Imd-s 0 
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及 “平面 的 水 平 直线 所 对 应 的 像 效 得， 它 依赖 于 4。 图 25.3 08 

出 了 aa 的 不 同情 况 所 对 应 的 纱 线 结构 。 在 aa< 0 时 ， nS HHE 

的 软 线 全 是 栈 轨 线 3 在 a > 0 EL aca 不 是 实数 时 ，ps 附近 的 轨 

线 全 都 趋向 于 如， 但 形状 

不 同 . 在 a> 0 时 ,在 

平面 上 看 轨 线 对 应 于 自 

原点 所 引 的 直线 ; an 

不 是 实数 时 ， 轨 线 对 应 于 

BELEA rr - 
HF n >> 3 MRR 

点 ,我 们 不 作 详细 讨论 ,只 

是 指 忆 ,这 和 极点 附 过 的 委 线 都 得 向 于 极点 ， 但 是 它们 是 酒 呈 一 2 

个 方 谨 介 向 极点 的 ; 见 图 25.4. 


Borna 


25.2 二 次 微分 所 诱导 的 度量 
设 pdr 是 Riemans dS 上 的 一 个 非 埠 半 纯 二 次 敏 分 ， 则 
它 在 5 上 诱导 了 一 个 度量 
d$ = | pit|dz|. (25.11) 
这 个 寅 量 在 正则 点 附近 实际 上 就 是 自然 参数 平面 上 的 欧 氏 度量 。 
5 上 的 一 条 可 求 长 此 线 * 在 这 个 度量 下 的 长 度 为 


k= | letia. 

FE (25.11) Sud e Hr v 在 这 个 度量 让 的 长 变 elr) 被 称 为 
y É p EF. — ZX BD C s 的 P 面 积 是 指 
AiD) = || letlénas. 


读者 自己 可 以 验证 : [p dedy 是 一 个 不 依赖 于 参数 的 量 .因此 ,这 
样 定 又 是 合理 的 . 

对 于 我 们 今后 的 讨论 说 来 ， 重 要 的 是 在 ?度量 下 齐 地 线 的 性 
质 ， 为 了 讨论 它 的 珊 地 线 ， 我 们 引进 中 直线 强 的 概念 : HE BE 


NL 


线 忆 5 处 处 有 argpdr 一 常数 , 刚 < 被 称 为 一 条 9 直线 弧 ， 显 
DNECIEUCITUEICITAUUMES IRL AR 
点 都 是 正则 的 ,在 正则 点 的 局 部 自然 参数 平面 上 ,中 直线 驱 戏 应 于 
一 条 欧 氏 直线 民 。 

现在 讨论 局 部 最 短 直线 问题 :在 一 点 甸 附 近 任意 给 定 责 点 
P, 5 Pa 问 何 种 连 线 在 度量 下 长 度 最 短 ? 

先 讨论 p 是 正则 点 的 情况 ， 设 U, E: po 的 一 个 邻 续 , 在 自然 
参 笋 ?下 对 应 于 (cb < p pP 对 应 于 # 一 0. 记 

Vo = (P€ Ur: EG < of2}. 

这 时 zw PERSIUS .与 如 之 问 的 ?直线 绕 是 最 短 连 线 ， 事 
实 上 ,若是 扣 与 ps 的 一 条 连 线 , ACU, WBRA) 2 lla). 
Eg 是 hi 与 ;的 一 条 连 线 ,但 8 不 包 合 三 Up,, 这 时 ,在 {18| <e 
中 一 定 有 两 条 弧 n Sn 分 别 托 6-1) 5 b t6) 连 到 
AR tl. E, 这 里 与 5 是 上 的 两 朋 弛 在 «e 
中 的 像 。 根 据 V, HRE ,我 们 有 


5) 2 i) + ia) > z + EH > |: — hl = ila), 


这 里 (eu) 表示 ri 的 欢 攻 长度, j— 1,2. 
这 样 我 们 证 明了 ,在 正 虽 点 附近 PP 直 钱 张 连 线 是 最 短 连 线 . 特 
别 地 , 9 直线 弧 是 局 部 号 乌 线 , 即 测 地 线 . 
下 面 我 们 讨论 在 零点 附近 的 情况 。 专 志 Rm ES 
t= (QU, o tI < e) 
是 自然 参数 , 即 pd? — [Um 十 2Y [0n4C. E 


V, = {ee Ugil < (¿y 中 . 
股 扣 与 Pp 是 Vp, 中 的 任意 两 点 ，&i (0). i= L. Éu5 
t FINE TEACH RUE 


s= {r:0<argt TEL Ed 


m+ 2° 


Ie 中 (2512) 
Zh (BD largš, — argk,| < 2af (m 十 2))。 则 号 到 总 间 的 中 直 
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在 3 上 是 单 值 解析 函数 ,并 且 eds! 一 dw?， 所 以 在 e(5) (E o F 
面 上 的 半圆 ) 内 用 直线 彼 连 结 eU" 及 a= dP ,这 个 直 
线段 所 对 应 的 户 5 o 间 的 连 线 就 是 9 直线 驱 ， 记 之 为 <。 那么 ， 
h(a) 一 |w — m|. ER E P. Sp 之 间 的 任意 一 条 连 线 。 若 
PCES), M WCA) 恰好 是 w(3) 中 的 像 的 欧 儿 长度 ， 于 起 
WAS s), 着 不 包 台 于 £3) 之 内 ,但 PCU, 则 这 时 
BE WE) 2 (a). 事实 上 ,着 将 LU) 写成 参数 形式 : 

USE = O) [0,1], 
这 时 使 oc) — OLT E gop o6) — ant) 连续 依 
DEIN 那么 w 一 wlz) 是 ww 平面 上 连结 m 与 四 的 一 条 曲线 , 记 
为 r。 显然 ， 

Í ldwl 2: [w — anl, 
MR Ed — ERE, ldel|— 19|tldz|， 所 以 

MERITO 

Bulb, iR) > Ln 一 ml = (a). E ñ ABS T U, ZA, 2 
MEARAN A 5 0, DAE p, 5 p EA BU, 而 


iG) = [i (Z + t) cft 


>|] (2 +1) zifazi 


一 1 
^ 
-2 
EH a= o/27", HBI 
COES 


内 此 ， 


LELLES 


"pi 
hia o (0) + 2 p27. 


ER, |ü| < pj 一 1,2， 所 以 ;我们 有 
hla) = [er ml < pnl + l| 


(25.12) 


< ma 
«n. (543) 

现在 讨论 4 与 C 不 能 落 在 同一 个 扇形 $ 的 情况 这 时 b 与 
GAT — b 的 张 角 之 2/(m + 2). E E: n 55 p. OIX 
一 条 连 线 ,我 们 要 证 明 

llf) > || + pali (25.14), 
换 句 话说 。p 与 请 间 的 最 给 连 线 由 P, BI Po W P BALAI Pa Sl p 
doo RUE. 

5 2 818 U, EAM. C3127 及 (25.13) 已 经 包含 了 
《25.14)。 所 以 毋须 再 证 明 什么 ， 当 aCU,, 时, 像 前 面 一 样 ,考虑 
曲线 

ECEN: CO € 0,1] 
POREO e) ee [0,1] 
其 中 86) = acetG) ERRET i RC Res 我 们 假定 n, 
即 EERME 因为 5 与 如 的 对 了 一 0 KEM > 2af 
Un + 2)， 所 以 w(8) 与 负 实 转 至 少 交 一 次 , 设 w 为 其 交点 (可 能 
unm 0). (8) EM, o E| o KIFIKIA tas 而 w(8) 上 内 ww 到 
aa f Eb a WA BRE 
|. lwl > peil + led, 
m 
le | tae md. 
+E 
| el > ml + lal, 
" 
也 即 (25.14) 成 立 ， 
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以 上 我 们 证 明了 

定理 25.1 设 pdr 是 Riemann HES 上 定义 的 合 纯 二 次 
MAKEHE. ME REFOM ERAF PARMAR, 
两 条 0 EHALEGEH ER pi? WEA, BD 
fü 2 2=/(m + 2), Xm e Ain. 

定理 25.2 ik pde R. A = {zla < 1) 内 的 会 纯 二 次 徐 
分 , Rum. XEL PE A NE paz 的 再 直 线 弧 组 成 的 多 边 形 ， 
Vis V, E PIRA, pir 在 Vi mi 之 0， 则 在 = 个 
顶 角 中 至 少 有 三 个 为 角 <2=1(mi + 2). 

AR. BEV 处 的 内 第 为 05,1 m 1,2,.…,n， 在 每 个 Vi 处 
作 一 个 小 图 1z 一 Vii 一 a, e 充分 小 。 在 这 些小 贺 之 外 的 6P 的 
&E o EA LO RE 

LOEO 
而 lz Vl = e 在 P 中 的 部 分 记 为 vhi = leen, Sm 
为 9 在 已 内 的 零点 个 数 , 则 当 o 2852 vh, 


í 
Í dargp 一 2mm 一 j dargp. 
fite eut 


注音 到 在 每 条 边 上 gypin 一 常数 ,不 蕉 看 出 
人 are 一 一 2 人 eargsz- 


ire és 


另外 ,显然 有 


lis | dargp = —mji,i 1, -.,9; 
Ti 


lim j dargáa = 2x — X€n — Bi). 
xgin 


Po 


所 以 ,我 们 有 
(È (z— 5) — 22) = me E mibi 


iji i=1 


也 即 


Y [2e — (mi + 208] dno + 2) > da, 
j= 
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此 式 左 方 每 项 < n8, 故 至 少 有 三 项 >0。 证 毕 . 

这 个 定理 的 一 个 用 途 是 控 出 了 下 述 的 测 地 线 唯一 性 定理 : 

定理 25.3 设 3 是 一 个 具有 双 曲 型 万 有 甘 益 的 Riemano di 
面 , pi? 是 5 上 的 一 个 非 零 全 纯 二 次 微分 。 X RP Sp ES E 
任意 给 定 的 两 点 ，eC5 是 一 条 以 户 与 思 为 端点 的 曲线 ， 则 在 同 
伦 类 [a] 中 至 多 有 一 条 中 度量 下 的 铀 地 线 . 

do 设 (A,z) ÉS 的 万 有 正 盖 曲面 ，S 上 的 全 纯 二 次 微分 
dz 用 整体 单 值 化 参数 € ARTY plada, g (z) 是 A 内 的 
ELIT 

设 La] 内 有 两 条 济 地 线 记 与 名 ,81 奖品 。 EP. 的 一 个 上 方 
点 z€ A RHB 5 Db, METKI A 与 局 有 相同 的 终点 =a € 
A, z(a) = p. BR, 与 负 是 关于 人 内 全 纺 二 次 微分 pair 
的 两 条 测 地 线 ， 并 且 5 = ñ. At, Ë, 与 画 都 是 由 中 直线 弧 组 
成 的 折线 , . 

AK ik, RITSIDUBGE A =A K z, 与 的 之 外 没有 其 它 
交点 。 因 为 如 其 不 然 , 我 们 总 可 以 选取 到 一 个 由 名 与 名 的 子 弧 所 
围 的 Jordan 区 域 , 用 BP 与 记 的 子 弧 来 替代 它们 即 可 . 

根据 定理 25.1, 所 与 铅 在 零点 处 两 条 9 直线 弧 的 交角 2>2=/ 
(m + 2), m IFAR. RIEA 与 刺 所 围 的 区 域 考虑 为 一 个 
PEAR TMAR Â th 上 的 零点 以 及 z 与 ma。 根据 定理 25.2， 
这 个 多 边 形 至 少 有 三 个 顶 角 >2x/(mi + 2). 但 是 ， 除 了 在 顶点 
z £ = 处 的 顶 角 之 外 ， 其 它 项 角 均 无 此 种 可 能 . 这 样 便 导出 矛 
JB. KFARA, e] 中 不 可 能 有 不 同 的 两 条 测 地 线 ， 证 毕 . 

定理 25.4 设 paz 是 紧 Riemann 曲面 S 上 的 一 个 非 零 全 纯 
二 次 微分 。 则 对 任意 给 定 的 两 点 p. 与 p 和 任意 一 条 连结 这 两 点 
的 曲线 eC5， 在 «的 同 伦 类 [a] 中 必 有 一 条 9 度量 下 的 最 短线 . 

x. 设 


be inf UE 
petal 


T DRERI 6>u, IEAVEARIR C RARO METTRA: 除非 它们 完全 各 
$. 
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取 Bok [e], n 一 1,2,-…, 使 得 
1— limie(p,). 

我 们 已 经 看 到 ,对 于 任意 一 点 PE S, 都 有 一 个 邻 域 V,, 使 得 
V, 中 任意 两 点 有 最 短 连 线 。 HT S 的 紧 致 性 ,我们 可 选 到 有 限 个 
ARRIBE Vo Vox WAE S. 

H FERN fa 我 们 在 它 上 面 选 定 若干 个 点 df = po dn, 
Gangi = Pas EIG Aa yh POL ri oim, 如 之 并 ， 
这 里 TI" 的 端点 为 ihi 与 47, m 1,2, N; 并 使 得 每 个 子 弧 
Tj? fto TAA Vet 之 中 。 这 样 我 们 可 以 用 dj 53 4? 之 间 的 
最 短 连 线 o RER r. it 


ya 一 Ú a, 
BBA Ira) Sila). 同时 ,由 于 oj" 5 ri? 同 对 属于 一 个 自然 
参数 盘 Ver. 所 以 ei? 同 伦 于 ri (EAE 4959 55 dim 的 条 件 下 ). 


由 此 推出 ra AEF Pn 也 即 7,& [o]. 这样 SQ.) m 55 858 
一 方面 ， 


lim (8,) = 1, 
所 以 
limie(y。) = 1. 

再 一 次 利用 3 的 紧 致 性 ,我 们 可 以 在 fg 所: 一 1,2 的 
任意 一 个 子 序列 中 挑 出 一 个 收敛 的 子 序列 ， 因 而 我 们 可 以 找到 一 
个 序列 mm … 使 得 af"? 对 每 个 TE n, — 0 时 收 化 于 一 点 gi. 
显然 ， 任 意 一 对 4-: 与 4 都 将 同时 属于 某 个 了 党， 内 而 可 以 用 一 
条 最 短线 ci 连结 它们 。 命 


7 = Uo, 


则 显然 有 Ye [e], mA 
ia(r) = limi,(z,) = l, 
证 毕 . 
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应 该 指出 ,本 定理 中 所 讲 的 最 短线 是 对 大 范围 和 言 的 ;不 只 是 
局 部 的 ， 特 别 地 ， 它 是 ?度量 下 的 测 地 线 。 再 由 定理 25.3 可 知 ， 
这 样 的 最 短线 一 定 是 唯一 的 , 如 果 4 ANANA EE. 

由 定理 25.3 及 定理 25.4 立即 推出 ,对 于 亏 格 >1 的 闭 Riema 
nn 曲面 而 言 ,在任 意 指定 的 曲线 的 司 伦 类 中 一 定 有 而 且 只 有 一 条 
度量 下 的 浏 地 线 ， 这 里 度量 是 由 事先 给 定 的 全 纯 二 次 微分 所 
诱导 的 . 


253 全 纳 二 次 微分 所 组 成 的 线性 空间 


设 5 是 一 个 Rieman 曲面 .我 们 用 QCS) ERS 上 的 全 体 全 
HORRI. 显然 ， 它 在 实数 域 或 复数 域 上 构成 了 一 个 线性 空 
lal. 

MOS 为 开 Riemann 曲面 时 ，2(3) 一 般 是 无 穷 维 的 4 S 为 
Hg = 189 ERE, OS) 是 一 个 二 维 实 的 (或 一 维 复 的 ) 线 
性 空间 。 因 为 环 面 上 的 全 纯 二 次 微分 在 用 吾 体 单 值 化 参数 时 只 能 
E cda, c 是 一 个 复 常数 。 请 读者 自己 证 朋 这 一 点 。 

当 5 是 亏 格 8 > 1 的 紧 曲 面 时 ，2(S) 是 6g 一 6 维 实数 域 上 
的 线性 空间 ， 也 是 38 一 3 维 复数 域 上 的 线性 空间 ， 这 一 点 要 用 
Riernann- Roch 定理 证 明 . 

V duda ES 上 的 一 个 全 纯 微 分 , a 是 它 的 除 于 , 即 

a= (duds), 
于 是 dega 一 2(g —1). 那么 由 Riemino-Roch 定理 得 出 
dimD( —a] = dimD,[e] — deg(—a) + g — 1, 


也 即 
dimD[—a] = dimDi[ a] + 3g — 3. 

但 是 ，dimDufo] — 0. S83: E, dega = 2(g — 1) > 0, 因此 
任意 一 个 非 零 函 数 1e Du[c] 都 应 有 deg(f) > dega > 0. 但 这 
是 不 可 能 的 ， 换 句 话说 ,De[c] 中 没有 不 恒 为 替 的 半 纯 函数 . 

这 样 ，dimD[ 一 c] 一 3g 一 3. 现在 证 明 OCS) 5 D[—a] 向 
构 即 可 ， 对 于 D[—e] 中 任意 一 个 元 素 dz, 它 与 选 定 元 素 之 积 

149。 


(hdz) - (dad) = d dda 是 8 上 的 一 个 二 次 微分 再 注意 经 
在 每 一 点 PES, 微分 ddz HEET- E e, BEE 
do pdd 是 全 纯 二 次 微分 ， 因 此 ,对 应 

didz I— di ` dude? 
是 D[ 一 x] 到 O(S) AAEREN.,  SHERGBET BEN. CE 
实 上 ,对 于 任意 一 个 pdt O(S), RIE (q/da)dz, HJ 

Lopid dee D[ —a], 

并 且 在 上 述 司 态 下 的 像 就 是 eds. S3. EE IX Hj SZ 
应 的 一 一 性 .因此 , 它 是 D[ 一 a] 到 OC) 的 司 构 。 这 样 我 们 证 明 
了 

dimQ(S) = 3g — 3. 


$26 Teichmüller 唯一 性 定理 


26.1 Teichmüller 拆 值 问题 


Tachmaner BRATMI: 设 S P S 是 性 者 给 定 的 
两 个 闪 Ricnann 曲面 , 具有 相同 的 亏 格 8 > 1， 又 设 fais — sS 
是 纺 定 的 一 个 保 向 同 承 ， 求 出 同 伦 于 Ha BE oso S 使 得 其 
BAKMAM KULT 基 小 。 更 确切 地 说 , 求 一 个 周三 fs S, 它 
属于 RIES [fe], 并 使 得 

KIAI = i (KIAP. GE 

OESTE fe MEAS. 我 们 的 主要 任务 是 给 出 人 的 
符 征 赣 刘 ,证 明 它 的 存在 性 与 唯一 性 . 

极 值 映射 的 存在 性 是 容易 下 明 的 ， 事 实 上 ,在 [Ll 中 存在 一 
个 序列 fe La m 1t 使 得 

mK = iÉ KI (262) 


i) 81832 CEBIT RH RUR UE XE $- foda. 
1) REGES 1:5,55, FAO Pl, KL] = cc。 因为 任何 同 县 的 同 伦 
ELICIT PLIPCUORP LE E 


Hg 


iE (Am) 5 lam) AIE S 与 S TAREA, T, 5 P, Jr 
别 是 它们 的 覆盖 变换 群 ， 讼 了 :A A 是 IS. — S 的 得 无, 屠 
AAXUT 4E M YEr, ord 6T, 另 一 方面 ,由 于 所 是 
K, — Kf] 

JERSEY T. 是 K, MAER AI, Ja GER HRE 
FEKE Kun = 05,2, 7) 的 一 个 上 界 . 因 此, PL. 
中 有 一 个 子 序列 内 用 一 致 收敛 ,不 妨 设 序 烈 本 身 内 碾 一 致 收 伍 . 没 
ERRADO V, 则 — EEA PRÉS K TREDIUM. 

对 于 任意 鲈 定 的 一 个 Y €T, y, = ovo 是 T, POTE. 
HF T, d£ A Puce a Recinto ME, 由 C) — ero e) 
可 以 推出 ， 当 ” 充 公 太 时 Y, SERT. BUEGUE. 由 此 
didi, Reven'e T. 因此 , K SIE 32226 $9 S 8 — KE UR 
Xt, 

现在 要 进一步 说 竹 

KIA] = KT = lio KE LT. 
设 Ko mK] MA, 对 于 任意 的 € > 0， 存 在 X 使 得 当 
22 N KIISK +e. 因此 ,力作 为 序列 
fL. = N.N + 1,.. 1 
的 极限 一 定 是 K te 氢 共 形 了 映射 ,因为 序列 中 每 个 元 素 都 如 此 . 
再 由 E 的 任意 从 即 推出 交 是 K 氢 蕉 形 映射 、 总 之 ,我 们 证 明了 
KIA] < Kan 
为 了 最 后 说 明 所 :5, 一 S, PBA 3 RH E AREER fo € [为 1. 
我 们 知道 fe [名 T， 所 以 它 的 坦 升 入 诱导 的 了 .到 并 的 司 构 
XiiT — Juar afa’ 
5 f, KRAE Sho T, 到 T 的 同 构 
Xs e hor Ra 
仅 差 一 个 内 部 翌 同 构 ,也 即 存在 me mm， 使 得 
— t S SS COS 
我 们 已 经 指出 过 ,对 于 一 个 图 定 的 Ye Ts 当 ”充分 大 时 Po7 oft 
* 1927 


£p ERU. Bi, Sn 充分 大 时 也 必定 是 六 中 
的 某 一 固定 元 案 , 设 其 为 9。 这 样 , 四 erst! n Porch, 可知， 
lorohz = acl orofaes7, HBI f, Brie ott pin 

Kr — far of! 
与 ,只 差 一 个 内 部 自 同 构 。 于 是 ,由 定理 22.1 ED, f€ Uh. 

这 样 , 我 们 证 明了 ， 

定理 26.1 tÆ Teichmiller 极 佳 问题 的 解 总 是 存在 的 . 

怎样 描述 航 值 映射 的 特征 呢 9 这 是 一 个 困难 的 问题 .Teich- 
miler 的 巨大 贡献 在 于 把 这 个 问题 同 全 帝 二 次 微分 腾 系 起 来 ， 为 
了 解 沟 这 种 联系 ,我 们 先 看 平面 区 域 上 的 极 值 问题 的 例子 ,或 许 能 
对 理解 这 种 联系 有 些 启 发 尽管 这 里 党 的 极 年 问题 与 上 述 Teich- 
müller 设 合同 题 有 很 大 差 列 。 

Ri. EE Re(z—xtiunü0crcaDcycl) 
HERE R'= e= u + isi <u < 2,00 < < 1) dE 
射 为 在 保持 顶点 顺序 对 应 的 条 件 下 ， 使 得 Kf] d EHS Bbk $f 
是 优 射 变换 : 

Ais Ie yo. (26.3) 


这 是 Gcëtzech AME, 现 车 把 Grétzsch 后 题 略 加 推广 : 考古 
两 个 Jordan 区 域 吕 与 了， 分 别 在 它们 的 边界 上 沿 着 正 向 依次 给 
定 四 点 nana € BD 和 ws n, Wi, € OD', SoRIE DIS 
D 并 保 将 给 定 边界 点 格 次 对 应 的 拟 共 形 映射 1。 ERRAK 
. 最小。 我 们 分 别 作 共 形 映 船 

$9:D(n,n, m za) — R(GO,a,a + i,i), 

di D'Cs m 1,14) — RCO,a sa + i), 
JE00397039 ET kaka, WH eba ASI D D' 的 共 形 
KAALE KE ,我们 把 问题 又 归结 为 Gritzsch MA. KE, f 
广 的 Grützsch 极 值 问题 的 解 是 «499, Rb ARRININ E 
3k (26.3), 

5o MURRUENSD 5 D' 看 作 是 两 个 Riemann 曲面 ,而 把 5 一 p(s) 
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^ tom qo) BEED 5S D 的 局 部 参数 ， 那么 极 值 路 射 用 这 两 
个 局 序 参 数 表 示 时 恰好 是 拉 传 念 身 变换。 此外， 我 们 注意 到 这 页 
AB825550 qz! = aD 和 ando! 一 at^, 它们 分 别 是 二 次 
Af oin 与 ydw 的 自然 参数 ,这样 会 连 想到 Teichmüller 极 
值 问题 中 的 很 入 映射 也 可 能 与 % 上 的 其 个 二 次 微分 和 s, 上 的 基 
个 二 奖 微 分 相关 ， 使 得 板 值 贤 射 在 这 两 个 二 次 微分 的 自然 参数 才 
RFE AibA ER. 

Teichmüller ERTA AUC SA, MEET (bib 
CAA 


26.2 Teichmüller 形变 


设 S, ESHDA Riemann Hi, oé Q (S) KEX 
FERMARE s, B o tA Riemane 曲面 3， 并 相应 地 给 
出 一 个 全 统 二 次 微分 o € 0(S), EB S. 与 5 ZAAI, 
在 w 与 wm 的 正 由 点 的 自然 参数 表示 下 恰好 是 控 伸 仿 射 变 扫 . 

i 46 [0,1) 是 任 失 的 常数 。 对 于 w 的 任意 一 个 正则 点 f 
MEETER Un, SS U, A TELA EHE LOI) 一 0. a 
在 参数 的 表示 下 为 w 一 42, 

玩 在 我 们 在 U, 内 引 人 一 个 新 参数 

g = [tip) rao. 
这 樟 ， 在 每 个 正则 点 的 竺 域 囊 有 了 新 的 参数 六。 这 些 町 参数 之 间 
是 共 形 相 窜 的 。 事 实 上 , 奢 有 另外 一 个 正则 点 n, EU, AAEH 
Bkt, H D.D U, s d. WE ULCU, NT ati 一 ac 因而 
有 


£= zt. + (c = BD. 
fr 如 一 l HRO, 显然 有 

t= rü +a (6 = KH). (26.4) 
外 此 可 见 新 参数 闻 的 变换 是 共 形 的 。 因 此 , 新 参数 使 得 3. 挖 去 临 
畴 点 后 所 得 的 曲 呵 获 得 了 新 的 复 结构 。 下面 将 在 号 的 临界 点 附近 
也 引 人 一 个 和 新 参数 ,使 得 它 女 已 有 的 新 参数 共 形 相 容 ,从 而 使 整个 
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曲面 S, 成 共 一 个 新 的 Riemann 曲面 . 
因为 是 全 纯 二 次 微分 ,所 以 临界 点 孝 是 零点 . W NES, f 
oimh EAE pL RRR Un KA e EAEE, 
£x) = 0. 
ike EUCH F 29 


M 
om (ZHY vas, 
2 4 


SEU, 内 定义 新 参数 


1h 
m 2 


XS : 
e= :[ + (t) ] fü c EY, peas 
£= 4, % £= 0. 
29 Y A BR) Fe sp HERA GE RAGE 
(t-< à. 
ET Ir 
(o m op an t ETT uio esa ect 
TERE kH g eh BRE E T Ag 对 应 
TR-— t, Wl 


Agi” tka eut, 

8 aft = U. du =Q . gu. t = et. 其 
the Een 2 ORAR. CA BJ (265) BER e m 1, TE = G, 
+I. 

SET 1 326 A p, DESANKA K iB BO E Ki 
点 的 新 参数 之 间 是 共 形 得 容 的 ， 设 ae U, 是 正则 点 ， 设立 是 
n 附近 的 自然 参数 ,而 必 是 按 阴 前面 的 定义 引进 的 新 参数 . 那么 ， 
在 P 充分 小 的 部 城内 
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od (EE 2 pap. 


因为 在 pu 附近 了 >e 0， 所 以 在 名 充分 小 的 邻 域内 可 以 肥 到 g” 
的 一 个 单 值 分 支 。 这 样 


tgm tE te 《< 一 常数 ) 
根据 新 参数 的 定义 
x= (U EE +a 
=P +a (a= 常数) (26.6) 
这 里 3” 是 在 p 充分 小 邻 域内 的 一 个 单 值 分 支 ， 这 样 ， 总 SU 
是 共 形 相 容 的 . 
总 之 ,我们 在 ,的 拓扑 上 由 新 的 局 部 参数 定义 了 一 个 新 
的 复 结构 。 我 们 拒 这 样 得 到 的 新 的 Riemann HEUPE 56 的 一 个 
Teichmilter 形变 , 记 作 Sa. 
现在 我 们 来 说 明 在 sw 的 局 部 参数 HERT RER 
d’, E o WENANGE 
w= (EE EY yag, otim eh. 


在 S4 上 定义 一 个 全 纯 二 次 向 分 。 事实 上 ,在 正则 点 附近 ,两 个 马 
B LU 与 总 之 问 有 关系 式 (26.4), 故 在 这 两 个 参数 得 的 公共 部 
分 dg = dge, EY oim RANEK ERER, Ti E 
该 办 点 附近 一 正则 点 的 局 部 参数 ,那么 过 与 站 满足 关系 式 (26.6)， 
因而 


aza = ( pna. 


m+ 2 
z) 
这 样 ,我 们 证 明了 wE Q(S..). 
d 有 一 个 明显 的 特征 的 正则 点 是 o 的 正则 点 ,而 的 
阶 零点 是 a Um. Bjb. D 就 是 o 的 自然 参数 ， 
BERAE RS, 到 S... 的 变换 
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id ; 0> PaSa > S. 
从 点 集合 的 观点 看 来 , 2 E — EIB: 3. (BEF TX 63 E 
AXA, 所 以 这 个 县 简单 的 映射 却 包含 了 特有 的 意义 : id 六 双方 
二 次 微分 的 局 部 自然 表示 时 , 在 正则 点 附近 是 拉 章 仿 射 变 换 : 
E> g = (tt) — k). 

将 5 PT + in IK UC BERE + P, KAAI ERA 

E> = KE,K = O +O — k); 

ner m3. 
这 就 是 说 , 映射 ia 把 的 水 平 轨 线 变 成 o RIKER p iE o gs 
AMRED ol 的 垂直 轨 线 .在 双方 二 次 微分 所 话 导 的 度量 下 , 褒 
水 平 轨 线 方向 作 了 玫 倍 的 拉 很 ,而 沿 垂直 轨 线 方向 距离 没有 攻 变 , 
RAHE idi $44 也 吗 Teichmitller 形变 ， 

集合 
7(5) = (5,4: € SONORE E0,1)) 

称 为 Teichmiiler 形变 空间 。 UARKA CEAT AAA 
PISH eH] Riemann dun, BWER EHA Riemann am 
型 作 同 一 个 曲面 . 

对 于 任意 一 个 正 数 c, S$ co 与 4 有 相同 自然 参数 5, 因而 
us 一 Suk。 因 此 ， 我 们 只 要 考 塌 秽 中 某 种 规范 条 件 的 4 就 足够 
T. 86,588 QCSO 的 于 集合 

QG) = (o€ OSa): Dol — t), 
其 由 


lel = jí loldxdy,o — gam, 
我 们 已 经 知道 oC) 是 68 — 6 维 实 的 线性 空间 ,那么 QS) 


有 68 一 5 个 实 参数 - FC) 中 还 有 另外 一 个 参数 生 ， 所 以 (S) 
由 6g 一 6 个 实 参 数 掺 述 . 


26.3 Teichmüller 映射 
设 F5. S 是 两 个 Rieman HOTEL EI] — 1 OCEAN, # 
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在 5 与 5$ 上 分 别 有 一 个 全 名 二 次 微分 “及 w', 使 得 映射 + 把 的 

正则 点 映 为 ee 的 正则 点 ,把 的 * 阶 堆 点 映 为 的” 阶 零点 ,并 

情 助 于 双方 二 次 微分 的 自然 参数 ,车 正则 点 附近 了 的 局 部 表示 是 

£g) = (E H REDA — k), RE LO,1) 

则 了 称 为 Teichmiller 映射 , 叫 称 为 初始 二 次 微分 , oo" 称 为 终端 二 
显然 ; 了 所 诱导 的 Beltrami 微分 慌 助 自然 参数 考 示 应 为 《2Z57 

4t. B, HE MF WARF, o= wdz， 那 么 这 个 

Beltrani 微分 是 


这 是 因为 
有 
UE tie 

应 该 指出 ,在 。 的 老 点 上 述 Bdtrami 微分 没有 意义 。， 因 此 它 
是 一 个 有 孤立 奇 点 的 微 公 。 这 一 点 并 不 影响 1 RAEE, Imp. 
影响 到 了 在 这 种 点 的 可 微 性 ， 

WFR, Teichmüller 形变 是 Tcichmüller Mht. Rip, E 
fiS 是 由 o€ 9(5) K o € QCS) 决定 的 一 个 Techmüller 
映射 ,那么 我 们 下 以 把 5 的 复 结构 及 二 次 微分 o MERE 

fess 

Es Bra 34 S, 上 而 得 到 一 个 新 的 Rieman HEA S 及 二 次 微分 
cQ), Sui, BUE S 的 池 图 册 {Ua 0.) WY 
5 以 新 的 泡 图 册 Ua) Pah, RERE S; 因为 8 与 5 有 
相同 的 局 部 参数 ,所 以 如 果 把 o 在 茶点 p 的 邻 域 U, 内 的 局 塑 表 
示 o(Odz 作为 f(U,) CS. 的 一 个 局 部 表达 式 ， 那 么 这 是 一 个 
5 上 的 二 次 微分 , BUS o. 显然 , 便 同 映射 这:3 一 了 是 一 个 
Teichmüller 形变 , MRH Firt—»-f(p) 作为 ?到 3 的 映射 是 共 
形 歇 射 。 所 以 ,任何 一 个 Teichmüller 映射 了 都 是 一 个 Teichmüller 
形变 复合 一 个 共 形 次 射 ， 
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定理 26.1 (Teichmüller) it 5,535 ERNEA z >1 85 
Hj] Riemann i. Æ fasa S 是 一 个 Teichmüller e$t, H f. 
是 它 所 在 同 伦 类 C] doit —H b, BIERA fe [fo] 都 
A 
KIH > KIftl, (26.7) 
等 号 仅 当 fofi. 
应 当 指出 ,虽然 通常 大 家 都 把 这 个 定理 称 为 唯一 性 定理 ,但 它 
所 断言 的 比 极 信 映 射 和 的 唯一 性 要 多 ， 
为 了 证 明 这 个 定理 先 证 明了 两 个 引 理 ， 
引 理 26.1. ik f:3 -> 5， ENE, S, 是 闭 Riemann 曲面 ， 又 
设 ok 0(S.), TEAR. Ai 同 伦 于 恒 同 映射 , 则 存在 一 个 常数 
M > 0， 使 得 任意 一 条 水 平 轨 线 弧 a 都 有 
LGG)) 2 Lle) —2M, (26.8) 
其 中 LC-O 表示 曲线 在 w 度 量 下 的 长 度 . 
证 。 设 F:3 X[0;,1] 一 3 是 一 个 连续 映射 ,， F(p.0) = p, 
F(p,1) = fly). 对 于 任意 固定 的 一 点 Pe S, itd, 是 曲线 
1> F(p,s). r€ [0,0]. 
AE. 0, 以， 点 为 给 点 而 以 G0 为 终点 .根据 定理 25.4, EP fe 
35 (8,1 hao KE Ra, fr 
M = mp GT. 


则 M < co, E25 F IR ARERR CIS) 是 ”的 连续 函数 ， 
而 5, ERKI 

现在 说 明 LC) 的 连续 性 。 设 b 3 p PAARE GR p 
的 点 ， 这 时 fo 也 充分 靠近 fCp)。 这 样 , 从 P E P, RIMA G) 到 
IPO 都 有 最 短 连 线 , 设 它们 为 7 sm. XI, 

B, Y. B, vo EEP Sfc»). 
BB B, 在 L58,] 中 的 最 短 性 有 
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LS) < I.) HUT) + Lr). 
对 于 任意 给 定 的 0, 当 p, KARE P IL TAR LO <a. 
ilr) ce., Rhi, 
LS) < An) + 2e, 
AARE RILE 
LS) < LG) + 26, 
只 要 户 充 分 接近 p。 这 就 证 明了 IUIS) MESE. 
现在 设 2 是 一 眉 水 平 轨 线 狐 , 放 点 为 与 9。 不 礁 看 出 ， 
o B, f(a) Ar (固定 p 与 9). 
由 于 a 是 最 短线 ,所 以 我 们 有 
Ika) < LG) + LOS) + LOS) 
< LG)) + 2M. 
证 毕 . 
为 了 和 氢 述 下 一 个 引 理 ,我 们 先 引进 一 个 记号 . 
EESTI ARES. 对 于 任 玄 的 正则 点 p, RIMER 
2 的 一 自 水 平 轨 线 缴 o. H a fa KRETE BRR 
limLfGa)) Hala) 
存在 , 则 记 该 极限 为 (7) 很 显然 ,在 f UST HUR EET oti 
BERAT, 
Ulp) = la + afl, 
th] Bor 的 局 帮 表 示 。 特 别 地 , 当 了 是 《一 Re HANERE 
数 时 ,对 相应 的 雪线 弧 = 有 


LG) 一 fotos, (26.9) 


其 中 di 一 loltlazl, pi? Ea HARER. 
着 f 是 S, 的 氢 共 形 自 同 胚 时 ,f 借助 于 的 自然 参数 《的 局 
部 表示 了 具有 A.C. L. 人 性质 ， 也 就 是 说 ,对 于 几乎 所 有 的 
n = Inf, 
了 作为 一 Re 的 一 元 函数 ,是 绝对 连续 的 、 所 以 ， 公 式 (26.3) 
在 局 部 范围 内 对 于 几乎 所 有 = 成立. 
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引 理 26.2. 1E, ES E> 1 OD Riemann 曲面 ，f 是 5 

的 一 个 拟 共 形 自 同 有 厌 ， 同 伦 于 恒 同 映射 。 又 设 避 是 不 恒 为 替 的 全 
统 二 次 微分 ， 则 有 

ff dA. < ff MOT (26.10) 


& -N 


其 中 4。 是。 所 诱导 的 度量 的 面积 元 素 . 

证 . 对 于 任意 给 定 的 一 个 正 数 工 ， 我 们 考 血 从 一 个 正则 点 
p 纪 发 , 沿 着 过 点 的 水 平 轨 线 的 两 个 相反 方向 静 进 .这 时 有 两 种 
可 能 性 : 一 是 至 少 在 一 个 方向 上 在 没有 走 满 工 长 时 就 遇 到 了 临界 
点 而 被 迫 停 下 来 ; 另 一 是 在 两 个 方向 上 都 可 以 十 满 上 长 而 没有 远 
到 疙 界 点 ,这 时 我 们 把 所 走 过 的 轨 线 弧 记 为 a 一 o(p,L). 属于 前 
一 情况 的 点 ? 的 全 体 记 为 EE， 由 于 临界 点 是 有 限 个 ,而 在 每 个 临 
界 点 只 有 有 限 条 轨 线 以 其 为 端点 ,所 以 五 的 测度 (在 度量 下 的 二 
维 测 度 ) 为 零 . 因 此 在 讨论 重 积分 时 集合 己 可 以 忽略 不 计 . 对 于 
第 二 种 情况 ，s a(p,L) 可 以 是 一 条 简单 弧 ， 也 可 以 是 一 条 自 
交 的 非 简单 弛 ， 后 者 当 且 仅 当 水 平 轨 线 是 闭 的 并 且 总 长 度 <2L 
时 才能 发 生 。 值得 说 明 的 是 在 这 种 情况 下 ，“ 不 表示 这 条 闭 的 水 
平 轨 线 ， 而 表示 绕 着 这 条 闭 轨 旋 转 的 有 重复 部 分 的 缴 ， 根 据 定理 
前 的 说 明 ， 公 式 〈26.9) 在 局 部 范围 内 对 几乎 所 有 的 雪线 弧 成 立 . 
因此 当 我 们 把 其 中 的 二 换 成 长 度 为 忆 BO a (6, L) 时 ， 使 得 公式 
(26.9) 成 立 的 a(p, L) 仍 是 “几乎 所 有 的 ”; 确切 地 说 , 当 将 (269) 
qp a WR o(p, L) 时 ， 使 得 (26.9) 不 成 立 的 alp, L) 的 全 体 所 
占有 的 面积 为 零 . 因此 ,我 们 有 


ff lila) Aa — | (|. ld] 44.. 


其 中 e= alp, L). 

UL FB yy ELS b ERREALA mn 0 m (8.43 552812 p] 
UZERE. 因此 ， 
III LG ))44, = 2L ff Ad da 


E E 


iu 


由 引 理 26.1 又 有 
lila) z 2L 一 2M， 
Buh MEE LOCKISTEPR. KRH 


[joe ( - m) lí "M 


EZ 


4 L — eo BD (26.10), 证 毕 . 

定理 26.1 的 证 明 : i$ Teichmüller 映射 f:5,— $ 的 初始 
微分 为 wm 而 终端 微分 为 w…， 它们 的 自然 参数 分 别 是 45 与。 对 于 
任意 一 个 同 伦 于 I 的 拟 共 形 映射 f:5, 一 5， 我 们 考 囊 复合 映射 : 
f* — diu S, BRETT f* É a, RESI 262, 我 们 有 


f^ < | ed (26.11) 


HH jy TEo WAREM U mE + in' 的 表示 下 ,在 一 正则 点 8 
的 邻 域内 几乎 处 处 有 
15 = agf" + ar” 
- (8? 
arl 
这 里 入 g P * 的 局 部 表 示 。 设 了 借助 于 5 与 忌 的 局 部 表示 为 了 
部 和 ,在 所 (7 EBA Sabi 
II - EE E 
8E ar ðE 8«' 8E 
al“ 
=r 


K, — K[fi]. 


这 里 用 到 所 的 局 部 表示 式 E + z — KE + in. 因此 ， 


"EIE. Ix. 


1e Ke BF) + 171» (2612) 
< KPK d? — adi). (26.13) 
É J OE o E i So 度量 之 下 映射 fis) S 的 Jacobi 行列 


s 202 


这 样 


X2 EA /的 局 部 表示 是 
h= 183p — (adl, 
男 此 ， 
AP KFK. 
由 (26.11) 并 应 用 Schwarz FERE 


(ji fna 


f 24; < kein |Í Jada 


f$ Ci 


TA, 


= KEKUN naa. 
= KKI] il dA; 


也 即 K, < K(f] JAREUERBT (6.77. 


(26.14) 


VA FUEBHB (8 Kt, ORE A 658 s, 同 伦 
Fh, B. KI = K[ñ]. 这 样 的 了 使 得 (26.14) 成 立 等 号 ， 这 就 


要 求 几 乎 处 处 成 立 (26.12) 55 (26.13) 中 的 等 号 ,各 


LA P, 
A ladl + l 
ko = Kin = 15 8990 


1 — legio 
由 Q615) 4r, 09/0 是 非 负 实数 , 且 轨 此 有 
k= RIENA 
1— 8:67 
TUBE 
aia] 一 k, ko = (K, — 1I GG + 1). 
因此 ,对 于 复 台 映射 fs), 
IF — 0, 


(26.15) 


(26.16) 


FOGLIE fo ARRET Ep = (Ç + DIO — k), us 
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了 有 相同 的 复 特征 , 

这 绊 , 我 们 证 明了 fefe RAKEN AR, CETERE 
射 。 根 据 定理 23.1 的 推论 , fola! 必定 为 桓 同 映射 ,也 即 站 一 fo. E 
PER. 

ERNER Y VAT b ZA Teichmüller js RERE 
Romi de end fA A, JERLELEGR ERIS TN. 为 了 全 面 解决 
Teichmüller 板 值 问题 ,我们 还 须要 证 虹 ， 存 任意 给 定 的 同 且 的 同 
丛 类 中 一 定 有 Teichmüller wH. 在 证 阴 了 这 一 点 之 后 ， 我 们 就 
可 以 说 ， 极 值 同 题 的 解 是 存在 唯一 的 。 并 一 定 是 Teichmüller BË 
Bt. 


$27 Teichmüller FEHEM 


271 标记 Riemann hE 


R$ 是 一 个 给 定 的 亏 格 为 g > L RH Riemann fm. 若 S 
是 另外 一 个 亏 烙 为 8 35 Riemann 曲面 , 而 /2S 一 8 是 一 个 拟 共 
KAE", MAA (5,1) 是 一 个 标记 Riemann hE, ARIE. 
我 们 丈 丙 个 标记 Riemann hE (3,7) 5 (Sf) 是 等 价 的 ,如 
REESE o:S— S, ^f pom fef s 特别 地 ， 当 
S= 85,1, (5,0) 与 (5, 有 ) 等 价 的 充 要 条 件 是 1 守 h. ERR 
TF. GD 5 (51 办 ) 等 价 实质 上 是 要 求 存在 一 个 共 形 胀 架 使 得 
S —9(5) E. f = gof; 也 就 是 说 ，5 及 其 标记 了 同时 用 一 个 共 
形 映射 9 作用 时 所 得 到 的 标记 Rieman 曲面 与 (5 用 等 价 . 
显然 ,上 面 定义 的 等 价 给 出 示 记 Riemann zE 
- 系 ， 而 这 种 关系 是 一 种 等 价 关系 。 因 此 ， 可 以 按照 它 将 全 体 标 记 
Riemann 曲面 加 以 分 类 ,并 将 (5,0) 的 等 价 关 记 作 【S: 广 ， 
我 们 称 全 体 这 种 等 价 类 [S] 所 形成 的 集 台 
{[S, 门 :fSe — 5} 
1) f e X ida dita Kiadamit ARR | 是 一 个 保 向 同 严 能 屁 运 了 .。 为 了 今 
fiti 055 120 T RU dE e nix GE F 1 RUEGA. 
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35 Teichmüller 空间 , 记 上 车 T(SJ. . 

现在 暂且 我 们 不 必 浴 究 Teichmüller ZAHER MRN 
仅 是 为 了 研究 极 值 问题 而 引 人 它 .现在 首先 需要 给 出 Teichmüller 
空 入 中 的 点 以 更 具体 的 肇 划 ， 为 此 ， 我 们 要 引进 映射 的 规范 化 提 
HRS. * 

设 (SA 是 一 个 标记 Riemann BUE. Kit (Hm) 与 OH, 
=) 分 别 是 S SsPUCHEGEHUE. EHH 是 的 一 个 提 
zr. IUE 7 ECHTE St i UT Cf ie Sai t ad B. 

Siegen 

KO) = 0,10) ~ 1,02) = co, 
MR? E f EO-- T HERE EIE. 

AJAK (H on) 与 CH n) BRRENREF, f R— m= 
MELER. (E fSUPUUEEIS RE zh. tiy BUE SEES E 
REEI f T UB om) 与 UT) 的 一 个 提升 ,但 不 请 足 上 述 
规范 条 位 ， 这 时 短 廊 分 式 线性 变换 pH — H is ool (oO, 
l,or Wh. WA RH (H mo) 作为 3 的 万 有 覆盖 揭 面 ， 则 
pol fÈ fiS 一 《的 规范 化 提升 . 

EFL E I RE ms 的 条 性 下 ,了 的 规范 化 提升 是 唯一 获 定 等 SK 
XE 短刀 是 了 的 规范 化 提升 ， 旺 相 立 的 投影 H5 $a, i= 
1, 2, Bi] 
: mehi = fonus], = fom, 

Bi, moh 一 mf. CRIT 是 局 部 共 形 的 . Bhf’ mH 
FE RJ, AMEER Ed tE). AECA H AHE 
£j, lof Ron IB $t , EBI h — h. 
现在 我 们 要 进一步 证 明 , 若 《34 六 5 (h) S fr, M 55 f, 
5558 LS TEUER ERM LERA 3T 
AIR = R. 
反之 亦 然 。 这 也 就 是 说 ， 每 一 个 等 价 类 [3.1] 唯一 对 应 子 实 轴 的 
FEET. R, S t RB p E; 7 E I 的 规范 化 提升 . 
事实 上 ,着 Goh) 5 (Sah) S ft, RHET 


pisi o 5, » 

(48 V lb F bof, ERR IË T poto d 了 一 ph, BA 
FS 一 Si 的 损 范 化 提 天 了 必 定 也 是 hi$ 一 S, 的 规范 化 提升 ,只 
要 我 们 把 所 对 应 的 投影 eH — 5, ED TED H — S, 的 投 
影 就 锣 了 ， 这 栏 , 我 们 把 问题 且 结 为 5 到 s, 的 两 个 同 才 的 映射 f, 
t3 EUREAURETHA 87 RPG BE RARE. EJ ln 
投影 为 uH, [= 5x BAEÉ-—IIEMAMS: HB, 
8n 


m = eg, 
于 是 扫射 有 = 6 是 了 :54 > 5 ATRE = Er. X5 
都 是 关于 春 司 投影 的 提升 。 设 G, 与 G, 分 别 是 (H o) SS (H, 
m) 作为 名 与 .的 万 有 类 盖 时 的 守 盖 变换 群 ， 和 根据 定理 23.1, fr 
在 一 个 7.& G; 使 得 任意 的 Ye G, 都 有 
bore = rooysP orri (27.1) 
At, 
Jorre = roforro far Vae N. (27.2) 
当 a 一 cc it, T — z, z ETERA REY 不 是 单位 元 
#. 对 于 《27.2) 取 极 限 即 得 
hO) 一 r. FQ), (17.3) 
AUF Go 中 一 茹 非 单位 元 素 的 不 动 点 x BRU. 由 于 S; k: E h Bi, 
Briza ab a R ir R CRAH. 因此 ，(27.3) 式 对 于 一 切 
z€ RRI, HBI 
AD = mesfls) vs R. 
H? SIORRA ET A Tr SALE EM o RERO, 1, oo 不 
动 , 从 而 rop 一 定 是 便 同 变换 。 由 此 推出 fi) = FG), Vae 
R. 
现在 我 们 证 明 , E f$ 一 3 与 hi8 o S, 的 规范 化 提升 了 
与 六 在 实 灿 上 有 相同 的 值 , 周 检 记 Riemann HH (5,5) 58 (3,1) 


1) 在 现在 的 条 任 下 ， G。 中 只 有 戏曲 元 畦 ， 当 so 时 ，7” 赵 于 其 吸收 型 不 动 
a. - 
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等 价 。 我 们 候 定 规范 化 提升 ?与 六 所 对 应 的 投影 分 别 为 a 与 mm， 
所 对 应 的 覆盖 变换 群 分 别 是 G, 55 G, 那么 ,了 与 和 诱导 了 下 述 
E: 
kiy Ror Ga > Gi 
Xi: Y I hoYofi', Ga — Gra 
由 于 在 实名 上 horde 与 hordy ARARE MUCA 
分 式 线性 变换 .因此 ，G, 一 Gl。 由 此 推出 S 与 S, 共 形 等 价 。 此 
SERRA I:H — H 可 投影 3 一 5 的 共 形 映射 , 设 其 为 8. 
又 由 于 了 所 诱导 的 同 构 wrie rG -> G) 与 bolo 所 诱导 的 
同 构 rk—9hofcevchof 是 完全 相同 的 ;所 以 e == hfc. Kat 
FAT Goh) 5 (S, f) 等 价 。 总 之 我 们 证 明了 
定理 27.1 标记 Riemann 曲面 (34,5) 5 (5,7 等 价 , 当 且 
充当 五 与 有 的 规范 化 提升 在 屁 上 有 相同 什 ， 
现在 我 们 给 出 Teichmüller 空间 的 一 个 模型 ， 在 5。 上 取 定 一 
A Ps, RIEBE 9 在 Po 点 的 基本 群 m CS po). 选取 这 个 基 薄 群 
中 的 28 个 此 成 元 。 它 们 的 代表 是 28 条 闭 曲线 : 
[URL 
使 得 它们 满足 下 列 条 件 ” 
ma ea li az p ~ 1; 
lap) = 1,9 0,58 
LIC DRE TOM RETE š, 
AXE AE SCRTESIUA BIA UAR Ul. BE PST E A 
z€ H. YingdBiHAag182)2.,5,; 设防 与 名 的 终点 分 
期 为 5 与 $5， 那么 , z 与 5 EE za ATE meu. Bib. 
存在 元 素 r; 与 56 Go E 
Tin) = 2,38, (0) = Eji S 1... 8. 
这 28 AERE G 的 生成 元 ,并 满足 下 列 条 件 : 
Piedo y'o "o. + org B70! = 1, (27.4) 


1) FAR so p). EXE FUEGO LURE- UR RURSUS. 
1I 


这 里 re G, 表示 恒 同 变 痪 . 

为 了 下 面 讨论 的 需要 ， 我 们 还 要 邓 这 38 元 素 作 进一步 的 要 

E 

Hx) = An, > Iz,0) = 1. (27.5) 
为 了 实现 这 一 要 求 ,我 们 应 当 对 原来 的 投影 =: H — S, FAHA 
整 。 我 们 知道 , 当 我 们 把 x。 更 换 为 ropp HA >H ERE 
射 ) 时 , Gs 中 的 元 案 作 一 个 共 邦 变换 。 假定 n 与 z 分别 是 a, 的 
排斥 型 不 动 点 与 吸收 型 不 动 点 。 又 假定 z 是 ye 的 一 个 不 动 点 ， 
使 得 nmn RA z, < r, < nË, $ EE n, s x3 分别 
AA 0, 1, oo 的 分 式 线性 变换 ,这 时 or odi! 以 t 为 不 动 点 而 
podrod 则 以 0 与 co 为 其 不 动 点 ,并且 0 为 排 乐 型 不 动 点 。oo 为 
吸收 型 不 动 点 , 因此 ,用 do o7 与 ge8ied-: 分 别 芷 代 z, 552, 
时 ,将 满足 (27.5) 的 要 求 。 显然 。 当 我 们 把 生成 元 都 必 共 邦 灾 黎 
后 ,它们 依然 满足 (27.4) 的 要 求 . 

满足 《27.4) 及 (27.5) 变 求 的 生成 元 组 称 为 标准 生成 元 组 .上 
而 证 明了 通过 适当 调整 万 有 政 盖 的 投影 总 可 以 找到 槛 荔 变 换 群 的 
标准 生成 元 给 ， 

设 Todu orol, 是 Ge 的 一 个 标准 生成 元 组 . 又 设 ?是 
fii 一 3 的 一 个 期 范 化 混 升 , 它 所 对 应 的 投影 为 =:H — S, TUNE 
ERRA G. 

ft 

(f) — for] ,8(0) = fono], 
jd. 
REPER, nO) 60). n (D, 0,0). 是 G 的 一 个 标准 生成 
元 组 .请 读者 各 已 验证 ,这 里 仅 指出 , 20 UR 6,00 的 不 动 点 6 与 
oo 的 类 型 ,须要 利用 下 式 
tm (PD lim Foe" = 0, 


D AMAER re 与 4。 的 不 动 点 是 交 锥 排列 的 3 因此 这 样 的 SFE. EEE 
由 于 ar 与 fe 的 几何 次数 为 1， 所 以 T, 与 S, REIR ARU AR 
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lin 2$(J) = Emfazo? = co, 


ELLE: 
F(&) 一 (iD Gum Q,8,0) Y CS, Dr, 
BABE Goh 5 (S.l) 等 做, 则 
T) = rh) GG) = ah) sg (27-6) 
反 过 来 ,车 上 式 成 立 , 则 对 任意 的 ve G, 都 有 
horoJ" = oro (27.7) 
其 中 马 与 有 分 加 是 天 与 有 的 规范 纪 提 升 。 msc ESSE Y 表示 成 
G, BS ERE E ROC RE REUDL SZ BU d: (27.6) 推出 (27.7)。 对 (22.2) 
LAMER = 次 , FRI n 趋 于 无 罗 ， 立 即 得 到 产 与 瑚 在 的 不 
动 点 处 有 相 司 值 ， 由 此 推出 与 1 在 实 轴 上 处 处 有 让 同 值 , 从 而 
(Sah) 与 Gu) 等 价 . 
这 样 ， 我 们 证 明了 T) 与 F(S) 之 间 有 一 个 一 一 大 应 、 轩 
Jt, FCS) 可 以 作为 Teichmüller 空间 的 一 个 模 垫 ， F(5) 有 时 
也 称 为 Fricke 空间 ， 
现在 我 们 给 出 Fricke 空间 芍 一 种 坐标 . 
我 们 知道 ,任意 一 个 双 曲 型 分 式 线 竹 变 换 o — rle) 都 可 以 
写成 下 烈 形式 


Z€, 1>], 
2—rt w—r 
其 中 a 5 c 分别 是 7(z) 的 吸收 型 与 排斥 型 不 动 点 ; 当 o = ce 时 ， 
上 述 形 式 应 改 为 
we — z = 1(z — z), 


不当 r= co 时 ,应 改 为 
w—e= LG — m, 
A 
XGtu REED. w= r(z) Ho, e, 1z. 当 w = r(z) 
是 保 待 上 半 平 面 不 实 的 变换 时 ,« 与 部 是 实数 ,因而 它 由 三 个 实 
数 所 唯一 确定 。 
NU 


现在 十 论 FG) mmo 
ESATTE OA CI (27.8) 
其 中 a, 0) E UE T IBUCRUR S) A600, 排斥 型 不 动 点 为 0, 而 
71( 人 被 规定 了 一 个 不 动 点 为 1。 现在 我 们 证 明 FCSO 中 的 每 一 
人 元素 都 由 它 的 前 28 一 2 个 分 式 线性 变 独 所 对 应 的 68 一 6 个 实 
数 
[CE TT A py | 
所 唯一 确定 ,其 中 onis tuas Go FEET rj), loas ts aj XE 
应 于 GO). = lg L. 
事实 上 , 这 68 一 5 个 实数 唯一 确定 (27.8) 中 前 18 一 2 个 元 
X. 唯一 须要 证 明 的 是 这 前 38 一 2 个 元 素 唯一 确定 了 r,(f) 与 
A). AF 
OLD OL OS 
TUO 8, 0)er;' G)o67 (0) = 1, 


所 以 我 们 有 
qr) = a,(f)er,GQ)o87(f), (278) 
其 中 
n = GELTET (Do. 
er, (DB, (er (552 (D. 
Min ERER BG 
( ad — = di 
7, ERER ARIER A 
2g brs 
C 4. ad, — bye, = 1, 


EEH aN 的 形式 是 ziz > 1), (2739) 可 写成 : 


aby ja, BA Vi n as b, — o 
coc -. eje? 
em va! v o Vi 
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(a — Da, + àz, = 0, 
ea, t (4 —17)e, — 0, 
cb, + (4 — Da, — 0, 
(a — 1)5e + bd, — 0, 
我 位 将 1, ar, ba, cr, de 作为 未 知 数 。 现在 问题 归结 为 证 明 
(240) 最 多 只 有 一 个 解 :使 委 1>( 且 
ardi — Becr = 1, Qr] 
方程 (27.10) 有 非 零 解 的 条 件 是 
[GG — (d — 2) — be)lbe — (a 244 — 1) = 0, 
也 即 


(22.10) 


i(1— 42) —(a—1). (27.12) 
现在 只 要 说 明 2 s= 1， 那 么 1 就 是 唯一 的 并 且 a 关 L, ERU a) 
被 唯一 确定 .如果 2—1, Xi (27.12) 推出 a= 1, M. 
be = 0. 


X <= 0, Wl 
n (u) = zj(ez + 1). 
# < 一 0 Bl ` 
nl) = z + b, 
VERS, RE? ERETTE. Uu RA ied E: S 
H9, ERI KIR h Ee 26 fir 23 3F 28 RUNS ef. gh cfl jute 
r ee fir p. fex Urn] BER FX XS Š 
vef od (f) = 5,0 ori, 
也 如 
hasz E bs ez Pa 
Zeeg + dy €gz + d, 
fp z 一 0， 即 推出 a — L. 这 与 2 之 1 ARETE 矛盾 证 明 
T 4 A, Rfi 堆 一 地 由 (27.12) AE. 
MESERO) 的 唯一 性 ， 由 于 它 尺 1 为 不 动 点 ， 所 
AS 
ag be == ca dr, (27.132 


sI 


另外 ,由 (27.10) 式 中 的 第 一 与 第 三 个 方程 有 
ag = bea] (1 — 2),d; = chef (i — d), (27.14) 

TH (27.1D、(27.13) 及 Q7.) BD, de, be, ca, de 最 多 只 有 一 
AW. 

这 样 , 我 们 证 明了 PCS) 中 的 每 一 点 都 对 应 于 68 一 6 个 实数 
参数 

(mtis ar- 

并 且 不 局 的 点 所 对 应 的 参数 组 不 同 。 因 此 ， 我 们 可 以 把 上 述 参数 
组 作为 P(Ss) 中 点 的 坐标 

值得 指出 的 是 , 蕉 止 到 现在 的 讨论 , 尚 不 知道 PCSO 的 点 的 从 
标的 全体 是 否 是 RC 中 的 一 个 区 域 。 我 们 只 知道 它 是 R 中 
的 一 个 子 集合 . 


27.2 存在 性 定理 


设 S, 是 亏 格 为 8> 上 的 闭 Riemann 曲面 ,我 们 考虑 空间 PCS) 
到 T (S) 的 映射 : 
9:544 > [Sagit] 
其 中 fiso — Sar 是 Teichmiiller 形变 ， 另 外 ,我 们 再 若 虑 TUS) 
到 F (So) 的 映射 : 
[SHS (21,71, 34, t. 153423533422), 
这 里 的 aT, 是 由 fiS > S 所 确定 的 . 
在 8(So) 中 取 定 一 组 基 Gas tu i) KEN € Ola) 
都 有 一 个 确定 的 表示 式 
40 = cun E -re E Cag ae, s 
其 中 < 是 实数 ，j 一 1,…,68 一 6。 根据 前 面 的 说 明 , 可 以 把 吕 
限制 在 一 个 单位 超 球 面 B E. 
cdd dal 
这 时 每 个 S. € 全 (3) 可 由 这 个 起 球面 上 的 点 及 参数 ke [0,1) 
描述 ; 黎 铝 话说, T(S) 对 应 于 Re 中 的 开 的 单位 球 。 我 们 将 这 
个 单位 球 中 点 的 坐标 作为 全 ($4) 中 相应 的 点 的 坐标 ， 这 样 人 (5w) 
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获得 了 一 个 拓扑 结构 . 

引 理 27.1 复合 映射 Vom TCS) — PCS). EE I n 
H. 

XE. 事实 上 前 面 已 证 明了 多 的 单 映射 性 质 , 所 以 只 要 说 明 人 @ 
EARE BERT o0 EA At BE Sath] = Senthil, 
其 中 四 与 wy€ B, & Ei € [0,1), h 5 h & Teichmüller 形变 . 
不 失 一 般 性 , 设 色 扬名。 根据 假定 ,存在 一 个 共 形 映射 

9:554, 一 Soa, 
使 得 p c hot, ABL fom pof. 根据 Teichmüller 叭 一 性 定 
E, 
KIA] < K[oh] = KI], (27.14) 
EBI k. < L. TEMBR k < t LEH Gm k. X IEEE, 
《27.14) 等 号 成 立 ， 再 由 极 值 映射 的 唯一 性 即 推出 声 ooh. 因而 
6 = h, 

现在 我 们 证 明 Po 的 连续 性 . 

设 EB, ko€ [0, I), H3 + — eo f, 

An — Aska k,À € [0,1)9. (27.15) 
又 设 各 是 So — Sant, 的 Teichmüller 形变 加 的 规范 化 提升 。 那 
么 加 的 复 特征 为 kapol lol, RP palada E: o, BI H 的 提升 . 
RIF E S, SA 的 Teichmüller 形变 了 的 规范 化 提升 ,那么 ?的 
SE k9/1ol, XB? Rome. 

很 容易 由 (27.15) 看 出 ,名 的 复 特征 收 伊 于 ?的 复 特征 (几乎 
处 处 )， 央 此 ,由 氟 共 形 映射 对 复 特 征 的 连续 依 鸭 性 可 知 ， 

也 -> (a — eo), (27.16) 

由 此 推出 , 当 n — oc 时 ， 

7,0.) — T,02,8,0.) — 5,0. 
į = 1, rrypa 
于 是 [S.P f,] 的 Fricke 坐标 趋向 于 [35,1]. HJ Fricke 坐标 ， 


1) 当 大 一 0 时 钙 可 以 不 看 在。 下 面 的 证 明 中 秽 定 了 kE face frt. 对 于 
k = 0 的 情况 证明 应 略 有 修改 ， 
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这 就 证 明了 ved MEE. WEE. 

引 理 272. F(S) 是 连通 的 . 

X2 RX EFS) 中 的 任意 一 点 。 又 设 点 [S$,f]e T(S) 使 
得 PSD =r BETE INGER e 是 ?的 复 特征 。 
这 时 & 满 足下 列 关系 式 : 

. eG) = a(YG))Y' God Y E) V € Ga, 
命 pls) = oula), WBA pslz) 也 满足 同样 的 关系 式 , 即 
ta = NTETE YY € Go 
设 了 ,是 以 pr 为 复 特征 的 上 半 平 面 到 自身 的 拟 共 形 映射 ,满足 规范 
化 条 件 : 100) — 0, RO) = 1, (ceo) 一 eo, 由 于 w MELE 
ZAR, 所 以 入 可 以 看 成 是 5, 到 某 个 Riemann. 曲面 S, 的 拟 共 形 
同 胚 的 规 沪 提 升 ， 事实 上 ,不 难 直 接 验 证 
G, = (lovol:ve Gat 

是 保持 上 半 平 面 不 变 的 分 式 线性 变换 群 ， 并 且 是 一 个 Puce H. 
命 Se HiG WP UREA fi ss 且 了 就 是 如 的 规范 
EER. 

RAE ee [0,1]。 这 时 ,再 一 次 应 用 拟 共 形 映射 对 复 特征 
的 连续 狂 ， 不 难看 出 EUS, AHT FG) 中 的 一 条 道 
略 , 它 的 一 个 端点 为 S 0) x, 而 另 一 个 端点 为 SD. 
这 样 我 们 证 明了 在 F (S.) 中 任意 一 点 x 都 可 以 同一 个 固定 点 用 一 
条 道路 连结 ， 因 此 , F(SO PERY. EE. 

引 理 27.3 REA PPSD 的 边界 点 不 在 F(S) 之 中 。 

证 。 用 反 证 法 。 设 r€ F(S) 是 FAT) 的 一 个 边界 
点 ， 下 面 将 导出 矛盾 . 

根据 引 理 27.1 ，o@ 是 T(S) -> FCS) 的 一 个 连续 的 单 映 
射 ,而 TOO 5 FC) 中 的 点 可 以 看 作 68 一 6 维 欧 氏 空间 中 的 
点 ， 因 此 ,由 Brouwer 定理 可 知 , 集合 FATS) 是 一 个 开 集 
《因为 全 (5。) 是 一 个 单位 球 ). 

设 x Y(I55i4]). WA, uE wA (T (S). 因而 入 是 
gb) 的 一 个 内 点 。 
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因为 Xe F(5,)， 所 以 存在 一 个 点 [5,00€ TG) 使 得 
X e VC([S,f]). 
IE S -> 5 的 规范 化 提升 。 像 在 引 理 27.2 的 证 明 中 一 样 , 我 
们 根据 了 的 复 特征 # 来 考虑 p 一 tp BERERE H 7,, DL E B 
应 的 曲面 5, FIER .这 样 在 FCS) 中 形成 了 一 条 连结 * 与 入 的 
BK 当 我 们 自 X (对 应 于 + 一 0) 点 出 发 沿 着 这 条 道路 向 x 行 
进 时 ,第 一 次 遇 到 的 非 vee(T(5)) 中 的 点 一 定 是 罗 s@( 全 (5,)) 
的 一 个 边界 点 。 假 定 这 个 边界 点 所 对 应 的 参数 ‘一 1, 那么 
0 <* < 1. 
根据 :* 的 定义 ,我 们 知道 ,对 于 任意 一 个 1:0 委 <, 者 有 
POSVETU) 换 名 话说， 对 于 每 一 个 € D0,0m, 
[55,51€ &(T CS), (BD (S, 的 等 价 类 中 有 一 个 Teichmüller 
形变 ` 
取 4€(0,0),5— 1,2,---, (548. 
ta — t (0 — co), 
MR L5, f] = [Ss fado = 1,2, 2, Eh fi -3 是 一 个 
Teichmüller 形变 。 根据 标 记 Riemann 曲面 等 价 的 定义 ,存在 一 个 
HERH eui, > Sns ER fh AEF p,efi,， 根 据 已 经 证 明了 
的 Teichmüller 唯一 性 定理 ,我 们 有 
K[f,] < KLesofl, 


也 即 有 
K[f.] < KE. 


但 是 另 一 方面 ,根据 刀 的 定义 ,我 们 又 有 


KU) < It da, < Ki. 
L— dali. 


所 以 ,我 们 得 到 
K[f.] < KIf]. 


这 也 就 是 说 ，Teicnmiller 形变 f,:S,— S, 所 对 应 的 Beltrami ff 
分 的 模 如 《这 样 的 模 扎 是 一 个 常数 ) 将 不 级 过 
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ke KUI 


KU] + 1 


Wiki. EH T(S) 视 为 用 "中 的 单位 球 时 ，3。 所 对 应 的 点 
3.4, 将 这 在 半径 < BUR, no co WE, Sata KIRF 
T (3) 9b Ff X5 WS, fe 1) =F 0Sa a) ST Pe p(T(S)) 
BERAT fel) PE. TE 

起 上面 的 三 个 引 理 立 刻 推出 ,和 o E. T(S) 到 下 (8) 上 的 司 
E BEE AEE 27.1 AA, RAAE) 是 一 个 圭 通 的 
FRAI 272 又 知 , F (3) 是 一 个 连通 集 ， 习 此 ,如 果 oo 
BARH FO), AUE FCS) 内 有 Veo(7 (S) 的 边界 点 。 引 
E 273 否定 了 这 种 可 能 性 , TERE pob:T(S.) — FQ) RA 
满 的 。 引 悍 27.1 告 讨 我 们 这 个 映射 是 连续 的 和 一 一 能。 注意 到 
这 里 所 说 的 堵 续 性 ,是 把 (56) 5 FCSO 都 看 作 68 — 5 维 欧 氏 空 
AROAREN MARN roe 的 连 级 性 与 一 一 性 阁 合 着 它 的 逆 
的 连续 性 ， 总 之 , P0 是 全 (5,) EDF(S) AAE. 

更 进一步 的 推论 就 是 ,任意 一 个 同 胚 f:5, 一 了 的 同 伦 类 中 一 
定 有 一 个 Teichiniller Bk 5j, 3x IE RET TEE UE BH Teichmiller fr 
在 性 定理 . 

事实 上 ， 对 于 点 [3, 力 < TKSD， 存 在 着 点 XEF) 使 得 
X—V(S,f1). 由 于 wobiT(S)- F(S) 是 映 满 的 , 所 以 存在 
— S. 8 P(S) 使 得 X= PDS), ERN 

[5,451 = L837); 

其 中 有 :3 -> $2. 是 Teichmiller 形变 、 这 也 就 是 说 ,存在 一 个 长 
Tab bis. 使 得 Ah AFE 显然 ,ho 加 是 一 个 Tei- 
chmüller gait, f me O(S) 在 Teichmüller 形变 下 所 对 应 的 终 
兹 二 次 微分 为 wo1， 那 么 这 个 二 次 党 分 可 以 通过 共 形 同 压 

A: 
HAAS L RAS 上 的 一 个 全 纯 二 次 独 分 as BARH Aoh 则 
把 w 的 水 平 (垂直 ) 轨 线 变 成 w' KEEDA HE EAH 
过， 借助 于 的 自然 参数 了 与 w 的 自然 参数 U ERN, oh 可 以 


vale 


T 
EE = KE, png = n 

其 中 £+ m=, £ + i = z, 

我 们 把 已 证 明 的 结果 叙述 为 下 列 的 定理 : 

定理 27.1 (Teichmüller) 设 $, 与 4 是 项 个 亏 格 为 之 1 
的 Riemann HE. Lit 1:5, 一 3 是 尾 意 给 定 的 保 向 同 胚 ， 型 存 
在 一 个 Teichmicr RE hS >S 同 伦 于 # 这 也 就 是 说 ,存在 
陋 个 全 纯 二 次 微分 € 005) 及 we 845)， 并 车 在 一 个 同 纶 十 
f 的 氢 共 形 映射 fs S, CU e CE UL p E Rl HENA JE 
在 正则 点 附近 借助 于 名 与 wo 的 自然 参数 表示 时 ,是 一 个 拉 伸 变 
R. 

把 Teichmüller 的 存在 性 定理 与 上 节 证 时 的 唯一 性 定理 会 在 
一 起 就 区 满 地 解答 了 关于 紧 Riemann HA 8348 (8 125 E B: $f 
问题 ， 极 值 映射 唯一 地 在 在 ,并 且 就 是 Teichmüller Dk Af, 
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第 九 章 Riemann 曲面 的 模 问题 
与 Teichmiiller 空间 


在 1857 Œ, Riemann 曾经 未 加 证 明 地 指出 ， 亏 格 为 BR > 1) 
的 闭 Riemann 曲面 的 共 形 等 从 类 的 全 体 可 以 用 68-6 个 实 参数 描 
述 。 这 个 问题 后 来 被 称 为 Riemann 曲面 的 模 癌 题 。 对 于 这 个 同 
题 首先 做 出 突破 性 贡献 的 是 O，、Teichmiiller， 他 把 模 问 题 与 拟 共 
形 映射 的 极 值 问题 联系 起 来 ， 从 而 给 思 了 檬 问题 的 一 个 解答 . < 
价 的 主要 内 容 是 要 深 讨 Teichmüller 空间 与 模 问 题 的 联系 。 


$28 Riemann 曲面 的 模 何 题 


28.1 Riemann 曲面 的 模 


对 于 Riemann 曲面 而 言 ,最 白 然 的 分 类 就 是 按 共 形 等 价 关 系 
分 类 ,也 就 是 说 ， 把 彼此 共 形 等 价 的 Riemann. 曲面 看 成 是 同一 个 
出 丙 。 如 果 我 们 再 能 把 这 种 分 类 加 以 参数 化 ， 这 将 大 大 有 助 于 研 
究 ， 事实 上 ,过 去 我 们 这 对 某 些 特殊 曲面 已 经 这 样 作 了 . 

我 们 曾 把 共 形 等 价 的 拓扑 由 过 形 作为 一 类 ， 并 把 类 中 的 矩形 
边 长 之 比 作 为 它 的 模 。 对 于 双 连 通 区 域 也 作 过 类 侯 的 处 理 。 对 于 
有 限 连 通 区域 ， 读 者 如 果 熟 释 多 连通 区 域 的 共 形 映射 下 的 典型 史 
域 ,那么 一 定 很 容易 给 出 4 连通 区 域 的 模 . 不 过 , 当 " > 2 时 , 它 不 
能 用 一 个 参数 描述 ,而 是 要 用 多 个 参数 描述 。 

现在 我 们 来 看 亏 格 为 V 的 环 面 的 情况 ， 

我 们 知道 ， 任 何 环 面 都 可 以 表示 为 C/4， 其 中 4 是 格 群 , 即 

A = {nw + mon, m € Z), 

这 里 o wa 和 加。 不 失 一 般 性 :不妨 取 y 3, = r, Im(r)>> 
0, 
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设 4 与 4 Rb. CLTSOIST Ts. ERA 
CIA 5 CLA "OEC PEIUS EE IE 
r-t, a8 — Y = 1, 
Yr -+ ó 
其 中 ad, Y, EZ 这 个 事实 狗 证 明 是 容易 的 《 见 [87] 第 25 
cR. 
我 们 把 全 体 环 窗 的 共 形 等 价 类 记 作 Ro 并 记 
OT N n 
Mofe EEE 0, se Zi pr - 让. 
HERZEL R, 可 以 一 一 


T H/M, tB R, 可 以 一 一 对 应 
ETER M 的 等 价 点 类 ， 
FM 通常 称 为 模 群 ， 它 在 上 半 平 而 为 条 基本 多 边 形 为 


p-l Rerig $; irl za. 


FERIE D DO EENCT HE SOS MAREE- AE B A 
REA D 有 一 一 对 应 ， 

Riemann 提出 的 模 问 题 正 是 对 环 画 情况 的 一- 县 化 。 

我 们 用 R, kO 5529 g 的 紧 Keman 几 面 的 共 形 等 价 类 的 
£. Riemann 断言 在 2 Pt, Rs 可 以 用 68-6 个 实 参 数 加 以 

直接 对 于 R, 空间 加 以 参数 化 是 十 分 困难 的 。 PARTES 
E ERT A ZEBRA. 

JX E Fr 8 6908 Rn E RO Teichmüller 空间 。 事实 上 ， 
我 们 取 定 一 个 亏 格 为 re> 0) 的 紧 Riemanu MWE %， 并 若 虑 
Teichmiler 空间 T($.), 这 时 任意 一 个 亏 格 为 上 的 紧 Biemann 
His 的 共 形 等 价 类 [3]& R,, BEF TUS) 中 的 无 穷 多 个 
(SELETAMA ESL], 这 里 f a p Sa 到 5 e RUE s) 
伦 类 ， 

为 了 把 TUS) H R, KRRB E, RAE T) 
IB ERU qo. 


uri 
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设 ane n 是 一 个 保 向 同 旺 ， 氏 为 下 达 的 讨论 中 兵 关 心 5 
所 在 的 同 伦 类 ,所 以 不 失 一 般 败 ,我们 可 以 假定 a 是 拟 共 形 的 .每 
一 个 这 样 的 5 都 诱导 了 TS) Elf EI — IP ERA 
a*: 5, f1— [$, for.. 
显然 , 当 o Feo e, SFERA ARN Qr) * = o^, 
反 过 来 ， 著 5 的 拟 共 形 自 同 承 0 与 o° 诱 和 了 相 司 的 TCSO WE 
映射 ,那么 对 于 一 切 的 [5,11€ T(5,) 都 有 
US, fee] = LS, for]. 
这 要 求 joroj Rl — POUGe db aus s, KFY 
1:5, 5. 能 否 由 此 推出 55 o” 同 伦 呢 ?3 4 g > 2 时 回答 是 肯定 
的 ?. 这 也 就 是 涪 , 当 8 > 2 时 ,我 们 可 以 由 e* 一 (00* bo Pl 
PT. Ak Keti e = 2 的 情况 之 外 , 空间 TOS KEA 与 
同 伦 类 [o] 是 一 一 对 立 的 - 
HER o* ERARE LE Mod (S,) 或 Mod (g). 
TRIS EXHIBIT, 4 z > 2 时 ，Mod (g) FJ TF 54825 £ 的 
紧 曲 面 -上 的 映射 类 群 Cnapring sas gronpi). 
现在 我 们 证 明 
R, = T(S)/ Mod( 3). (28.1) 
为 了 证 明 这 个 关系 式 。 只 竖 证 明 下 这 事实 就 足够 了 ， 两 个 紧 
Riemaan HE 5, 5 S Co Ke ERE g) 共 形 等 价 的 充分 与 必要 条 件 
是 对 任意 的 氛 共 形 映 射 1:5 S G 一 1, 2) 部 使 得 [$5,515 
[Sa h] BER Mod C$) 下 的 等 价 点 ， 即 守 在 一 个 c* € Mod(S,) 
使 得 
oS, 51) = [S,, fid. 
事实 上 ,着 上 式 成立 ,出 


1) 这 里 我 们 不 打算 证 邮 过 个 事实 。 DD UOS T IRD EE Se ti 25 Bra] 的 关 
系 ; 对 于 仿 后 讨 过 沙 有 直 粥 影响. 
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[55 hoal = [S fi]. 
RAEES 与 5, QUERI. EZES Eš S, 共 形 等 价 , 则 在 在 一 
个 共 形 映射 ;5, 一 3。 这 时 对 于 任意 状 个 专 夫 形 六 E f Si 
Sa j= 1,2; R am Elonof, XU 
fea = hofa 

因而 ASe Al) = [Sa foc] — [S fJ. 这样， 我 们 证 明了 
(28.1), 

在 上 一 章 的 讨论 中 ， 我 们 已 经 看 到 Techmüller 空间 T (S,) 
可 以 参数 化 。 如果 要 证 明了 样 群 在 TCS) EB EIER(UMEB), H: 
2, TS 的 参数 就 可 以 作为 R 的 局 部 参数 . 

由 这 一 妈 衬 论 可 以 看 出 ,与 = 1 的 博 况 相 比 较 ,， TOS) 相当 
于 那里 的 上 半 乎 看 H, Mod SO 相当 于 管 通 的 模 群 对 .但 是 ,无 
论 是 T(S.), 还 有 是 Mod( S), 其 结构 要 比 HA s M SESS, 


$29 Teichmüiler 度量 


29.1 Teichmüller 度量 的 定义 


在 上 一 章 中 ,我 们 已 知道 T(S, 可 以 用 48-5 维 欧 氏 空间 中 的 
单位 汝 中 的 点 表示 。 如 果 我 们 月 这 个 单位 球 原 有 的 欧 氏 度量 来 作 
为 TCS) 的 度量 ， 这 时 这 个 度量 在 很 大 程度 上 依赖 于 SHER, 
并 且 没 有 自然 的 几何 意义 。 

O. Teichmüller 借助 于 极 佳 氛 共 形 瞻 射 给 出 了 一 种 度 景 。 这 
种 度 最 实 蒜 上 质 述 了 两 个 紧 Riemann 曲面 (在 附 东 有 某 种 拓扑 名 
件 时 ) 的 卫 离 , 它 与 S, 的 选择 无 关 . 

X ri = [S,, GJETE) 17 1,2. RAE X n En RAS 
Teichuatller JER E 


di(r, t} 一 Jit log KLfT;E == folis 
这 里 系数 112 并 非 本 压 的 ,许多 文献 中 不 用 它 。 
根据 Teichmüller 存在 性 定理 ,上 述 下 确 界 在 一 个 Teichmüller 


Ml. 


号 身 处 法 到 ;也 刚 存 在 一 个 Teichraüller Bet jo: Si — S, 使 得 fano 
hoi? HA 


deb, em + bg KLAL 


3 Tin da a A ERÜE, QUERER dlro r) 与 的 代表 
(S, 5) ARER. ZE AST RIA TEE ELTE. 

现在 ,我 们 来 说 明 4- 满足 距离 公理 

Bs. 显然 drita r) 对 于 任意 的 ro n E TS) 都 是 非 负 
的 实数 。 EX drit ra) = 0 举 且 仅 当 相应 的 Teichmüller pk 
射 上 使 得 K[h1 一 1]、 但 是 K[hl 一 1 的 充 要 条 件 是 有 是 共 形 映 
射 。 TE, dcs 区) 一 0 当 且 仅 当 S ñl= DS, fT, 657 
ri = n. HABERA dlto n) m di n, n). 

现在 ,我 们 来 证 明 三 角 不 等 式 . 设 n= S, h] 是 TOS) m 
的 另外 一 点 。 这 时 存在 aS hi 及 amher us 


dens m) 一 i log Klada 


dr(r 7) 一 i log Klal. 


3 g 是 fiofr' NIMES d EHE SH 那么 z EEF pilo m 并 
B5 
K[# |] < Ktgr'og] < Klan 1K[ el, 
den 
log Klg] < log K[g,] + log Klg]. 
由 此 得 出 关于 度量 d 的 三 角 不 等 式 : 
dalti, r1) < dira Ti) + deir, r), 

在 有 了 Techmüler KEZA, -AAAA Zu 
T(S) 用 62-6 稚 欧 天堂 间 中 单位 球 表 示 时 ,外 欧 儿 空间 获得 了 一 
个 度量 ,这 个 度量 是 否 跨 Teichmiller ZEH SO ANA 
回答 是 青 定 的 .在 证明 这 一 点 之 后 ， 我 科 就 可 以 谨 ,在 Teichmüller 
WERL. TOR RAF 6g-6 MELLE Z5] n ORE, 

EU 


现在 我 们 车 手 证 明 这 两 种 度量 的 等 认 性 . 

HE ta = ES 16 T(S) n 01, 2,-. 不 失 一 般 生 , 假定 
:5 一 $。 是 Teichmüller 映射 ,其 复 特 证 ( 即 相 应 芍 Beltrami 4f 
分 ) 为 

ke E, wn OCS). 
EA 
XE fiS 县 男 外 的 Teichmiiller 驶 射 , 其 复 特征 为 
k- «€ Q8). 
lel 


当 我 们 把 TUS) 中 点 用 单位 球 中 的 点 表示 时 ,所 谓 r, — [S,, L1 
BT = 一 [3, 1]， 是 指 
ko,  (z- 0), (Q9) 
这 里 sore ELEREN Dod 在 OCS) 中 的 一 组 基 下 坐标 
夏 委 于 器 的 坐标 。 显 然 ; 这 种 意义 下 的 收 丝 等 价 于 o, 与 “用 同一 
局 部 参数 表示 时 对 京 的 解析 函数 履 钱 ， 
现在 我 们 假定 《29.1) 式 来 证 明 
DSa hi 15,10 (n> ee) (292) 
没 po Z def 25 S, 的 复 特 征 ( 即 相 应 的 Betami 微分 ) 
Hr ABO URP AR CER 
fale mace La — 4072. (23) 
losl ^ del l 
由 此 可 见 ,在 $ 上 几乎 处 处 有 
la, 7 6 (a e). (Q4) 
设 eisa 一 8 He 的 同 他 类 中 的 狼人 映射 ， 那 么 
K| g] = expli2ds(z,, e)}. 
因此 ,为 了 证 明 (29.2) 只 要 证 明 
K[g,] > [ (n 0). (23.5) 
仔细 研 突 会 发 现 , 并 不 能 由 (29.3) si (29.4) 推出 Klf] m É 


L) 产 阁 讲 应 分 万 中 0 与 和 一 0 Pi b Wq pri, IUE 213 RUSO. 


fel] 一 1n 一 oo)， 从 而 不 能 简单 地 由 Klel < Kiffa] 推 
出 (29.5). 
M $26 中 的 方 鞭 来 证 明 (29.5). 
fr fa = lefz'ogz M ga 的 初始 二 次 微分 为 Ge OCS, > E 
市 二 Mp WEG) 并 且 我 们 不 括 一 般 性 的 假定 & 
MERE 
Jaa, 一 1 G=1,2,...). 


£ 


RE S 26 中 一 样 , 我 们 定义 1L. (这 里 的 如 好 相当 于 那里 的 加 z, 


相当 于 那里 的 如 。 短 们 知道 
MG < Kv DURS T ua Last Co) (29.6) 


其 中 DU] 表示 映射 feft 的 局 部 伸缩 商 ， Jo a 表示 映射 


lef; 在 ë, 与 à, 的 度量 下 的 Jacobi TAR, K, 一 Klg]. 
根据 (26.11) 式 ,我 们 有 


{fas < j Ag du, 


£ 


对 此 式 两 端 平方 然后 用 Schwarz 不 等 式 即 得 到 


ji Ms f a) 


和 于 是 由 (29- j. A 


— Ks n DIfofz M o dA, 
«dj DIF MA 


和 注意 到 关于 6% 的 规范 条 件 ,我 们 有 
ka < |È ottona, (292) 


£ 
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mak RE 
DUsI < UL - Ke KL] Le, 
Wk 一 《Er9,1)， 因 而 DUST E EERMS. BA 
(29.1) 又 有 
Dis 1 (i29), IPSE, 
TRE (29.2) # 
Ím K. < DA 一 1. 

EEH K, — Klel >i, ERAH C5) RI. 

ULERITEEE T. (91) RARE O92. MERKE 
Bi (9.2) SG CR. 

月 反 证 法 ,假定 (29.2) RRIT OD REEI. È (29.2) 
式 推出 存在 一 个 以 >> o 

[ao fols Le AD < v, 
对 于 一 切 neZ. ERRER ke (a, U 使得 
ka Skos Vat Z. (29.8) 
SHE CT A) SUR HeYE ILERE AE- NERI ka) R Gi 全 
8 
im ku = = 4, 

a im 


lim co, = v c, IB Bm K, — £ =), 
p 


由 于 (29.8) SE OG 中 的 单位 超 球 而 的 紧 性 ， 我 们 不 站 假定 
I) E lon) DRIM; RER = ER! > o_ 根据 前 面 
HARRIE 

4r(E ss fail, E, 1) > 0 Qo =), 
其 中 [S, 了] RE TCSO PUET Eo 的 点 、 显 然 , [S, Fl 
LS, 1). EE, 

4S, 11, (8 D 

S dr [3,1], [So farl) 
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trt E Su. fal, E, f 1) — 0, 

BD drS, F), 19, 1) 一 0， 矛盾 ， 这 表 骨 (29.1) 式 不 成 立 是 不 
可 能 的 ,因而 (29.2) RAAB (29.1) ot. 

总 之 , 我 们 证 明了 T(S) 的 Teichmüller 度量 和 它 从 62-6 维 
欧 氏 空间 的 单位 球 所 获得 的 度量 是 拓扑 等 价 的 。 换 名 话说 ,我 们 
证 明了 直列 定理 : 

定理 29.1 在 Teichmililer 度量 下 , T(S) HET 68-6 维 欧 
氏 空 间 中 的 单位 球 ,其 中 8 > 1 是 $4 的 亏 格 . 


29.2 Teichmüller 度量 的 完备 性 


Teichmüller 度量 是 完备 度量 . 
定理 29.2 在 Teichmüller BEER F, T(S) 是 一 个 完备 度量 
空间 . 
证 . WE r, 一 [3 如]e7(So) 是 一 个 Cauchy 序列 .由 Ca- 
uchy 条 件 不 难 证 明 
ar(r r,) < M, Vn€Z, 
其 中 M 是 一 个 常数 。 这 阁 昧 着 
dtto, Ta) < M + dr(to, tı), Vn € Z, 
X or [Sa id). 由 此 推出 , re 在 6g-6 维 的 单位 球 中 的 像 全 
部 落 在 半径 为 某 个 rm < 1 的 球 内 . 由 此 可 见 ， 存 在 一 个 子 序列 
(r... 它 在 单位 球 内 的 像 收 合 于 某 个 r6 了 (So) 的 像 。 根据 上 一 
段 证 明 的 结果 ,这 葡 含 兰 
dr(z,,, T) 一 0 (£ — eo), 
再 由 Cauchy 条 件 立即 推出 
di(v,, r) — 0 (n — eo). 
定理 证 毕 . 


293 ” 模 变换 的 保 距 性 


ITE Mod (S) 中 任意 一 个 元 素 e" 被 称 为 一 个 模 变换 。 在 
Teichmüller 度量 下 , 模 变 换 是 保卫 的 , 即 对 任意 的 r me TC). 
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有 有 
di(a* Cr), e* Cr = dins n). 
XX/pERDEDNHIDSOETDEWE, MEABE 
上 壕 事实 的 习 然 推论 是 , 任意 一 个 卉 变 捉 都 是 TUS) 的 一 个 
BAM. 


$30 模 群 的 间断 性 


301 长 度 说 的 概念 


槛 群 作用 的 间断 性 是 长 度 谱 的 冤 散 性 的 推 沦 ， 所 以 ， 我 们 先 
来 讨论 长 度 谱 . 

iks RA RED IF MEB Riemana 曲面 . 根据 单 值 化 定 
A, S 可 以 表示 为 HiG, G 是 一 个 Fuchs RR. Bb, ESLA 
然 有 一 个 Paincaré 记 量 。 这 个 度量 去 整体 单 值 化 参数 下 , 可 表示 
为 

ds = |ds|I1m(2). 

Becs 是 一 条 闭 曲线 ， TT [el] 表示 在 Paincaré 度量 
下 , od ELE RO eS d RR EG eH E {oof 是 3 的 基本 群 m(3) 
的 所 有 元 案 的 代表 组 成 的 序 丈 ,， 我 们 称 序列 llel) 为 3 的 长 
EH. 


3092 Tim 


设 S= HI 我 们 说 G 中 的 元 素 7 BETIS LSAB R 
c， 和 如果 过 «的 起 点 的 一 个 上 方 点 z。 提 天 w、 其 终点 44 是 z4 关 于 
y ME A EADH, no Yu). 

3383301 i s= H/G E. y < G MT aC. Xv E 34 
物 型 元 素 的 充 要 条 件 是 = 自 由 同 伦 于 S 的 穿孔 点 附近 的 某 条 围绕 
穿孔 点 的 简单 闭 曲 线 的 方 宕 ， 


1) 在 这 一 假 中 我 们 没有 要求 5 AKAU. LM: Cx  Buitd UG RCRR AME 
图 元 来 的 uchs gj. 


ur 


这 里 穿孔 点 是 指 3 的 这 样 一 个 理想 边界 分 支 ， 它 的 一 个 邻 域 
忆 共 形 等 价 于 {2:0 < |z! <1}, HAN z BATRAN, ME 
的 出 面 .上 的 点 趋向 于 这 个 边界 分 支 。 

证 。 先 证 必要 性 。 设 7 是 掀 物 型 元 素 ， 覆 和 商 了 曲线 RE 
Y = YP, 71& G， 并 且 假 定 m 是 所 有 可 能 的 这 种 表示 中 的 最 高 广 
TE. 452, v, 也 是 抛物 型 的 。 不 失 一 般 狂 ,我 们 假定 

PAH A 

合 口 一 1z:limz > 11. 用 《7Y1) 表示 :生成 的 循环 群 . 那么 

DRE (r) 的 一 个 不 变 集 ， 并 且 显然 DY) ESRT CERT 


一 个 圆 挖 去 中 心 所 得 到 的 区 域 ). 
HEIR, XETEX— T8660, Xi 8 = rt(n€Z). Biz. 
A(D)ñn D = $. 
设 
Bü) m tb up k= 1. 
"E 


fa Ba = B, Ba = POY PBU, ons B, = ioris É = 2, 3, nn, 
并 设 
PEE EUN 
“z a 
这 时 有 递 推 公式 
te= ehas ba = das da = 1— dana, 
着 tc <1, M a4 一 0， 且 由 此 推出 a1, 51, Mim 
由 一 1. 这 就 是 说 ，p 一 YL 一 eo), 另外 由 于 8 = rae 2), 
所 以 。 20 《否则 与 故 6 的 间 新 性 矛盾 )。 这 样 ca #0, k—2, 
3……、 抛物 型 元 素 AAS) 的 不 动 点 为 auf ea 2 ao， 所 以 
有 严 了 (克之 2)， 因 此， 有 一 个 序列 (6,1, 其 中 的 元 素 不 同 于 v. 
HARAT >， 这 与 G 的 间断 性 矛盾 ， 矛 导 表 明 || 2 i, 
我 们 知道 ，P(3D) 是 一 个 急于 实 轴 的 圆 ， 切 点 是 1c。 于 是 


1) 这 里 +P 是 v. Fm EA. EDIS J SIEG TE, RI SIEG 的 间断 
FR. 


ah 一 ct 一 | 
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这 个 圆 的 直径 是 
apta +a a 
EP Biz xd n 
1 P 
CERE SS. 
这 意味 着 MAD) 到 实 轴 的 县 远 了 距离 科 1, 因而 oND = 24. 
白玉 证 明了 的 事实 立 履 推 出 , GCD)/ GP 共 形 等 价 于 DIO 
iffi D/(v;) 是 一 个 家 孔 盘 ,可 见 GCD)/G 共 形 等 价 于 穿孔 盘 .由 
ETA, GONG XS -AFIADA 
ET PEPE (24 UT x pi CORE RAE, hr 
DAERA 1 MIHGEEREHES 上 的 投影 都 是 这 样 的 曲线 ， 这 
E, v = BhxYXGEASED HA AI md. 
SUE WERL ETERNI 38 4 E 842. 
这 个 证 明基 于 所 调 广义 Schwarz 引 理 : X505 E 5, 的 子 
Riemann ÉB, JEE 3 与 3, 上 都 有 一 个 Poincaré. 度量 ,分 别 记 为 
ds, 5 ds, W| 


ds, 2 ds, 
等 号 当 己 仅 当 S = Š, 时 成 立 . 

这 个 引 理 在 单位 园 的 情况 是 大 家 所 热 亚 欧 ， 现 在 的 名 述 形 式 
虽然 与 单位 圆 的 情况 形式 上 腿 大 不 司 ， 但 是 可 以 简单 沙 由 通常 
的 Schwarz 引 理 推出 。 

我 们 在 S. 上 年 意 车 感 一 点 pp， 并 分 别 把 S, 与 s, WIARE 
P% (A, m) 5 (A, m) Eataa. Kk- R 
们 假定 

(0)] — x 0) = po. 
WS, S, Ei RE H: p— p。 这 时 一 定 存在 一 trn 
天 4 一 4， 使 得 a= 0。 根据 通常 的 Schwarz 引 理 ,我 们 有 
[DIES 


1) 这 里 SCD) = YD》 
: sa 


uu 


设 5, 的 整体 单 重 化 参数 为 e, S, 的 整体 兰 值 化 参数 为 “， 因 
为 po 点 龙 两 个 性 盖 投 影 中 均 以 原点 为 上 方 点 ,所 以 在 所 点 处 的 两 
个 Paincarà BERE ds 与 ds TILE A 122] 与 123| 表示 :在 加 的 
充分 小 的 邻 域 为 的 任意 一 点 2， 如 果 限 定 用 原点 附近 的 参数 表示 、 
部 么 它 的 两 个 参数 之 全 有 关系 式 : ¿= H2). 因此， 

ds, = |d| 2 IP (0): [dzl = |d] = ds. 
这 上衣 证 明了 广义 Schwarz 8|28. 

现在 回 到 定理 的 汪 明 上 . 设 WCS 是 一 个 穿孔 点 的 邻 域 , 它 共 
形 等 价 于 [0:0 «dE < 11. 设 s 是 内 国 绕 穿孔 点 的 一 条 六 
曲线 , Ye G 政策 了 一 条 曲线 , 自由 同 伦 于 =， 我们 应 当 证 明 y 是 
期 物 型 元 素 . 

显然 ,只 讨论 < 是 简单 用 蛙 线 的 情况 就 足够 了 、 

和 伍 单 值 性 定理 或 由 群 6 的 间断 恬 不 难看 出 ， 若 全 中 的 一 公元 
XETUA a, MATAEMAT AME 26 ui 
线 ， 医 此 ,我 们 不 妨 取 是 NN 中 这 样 的 曲线 ， 它 在 穿 乱 盘 {z:0< 
Ig] < 1) 中 奉 应 于 itl 一 ,其 中 7 是 闫 分 小 的 正 数 . 

现在 用 反 让 葵 证 明 Y 是 抛 绚 型 元 素 . 假定 7 Zaten, 
则 它 一 定 是 双 昌 型 等。 不 失 一 般 性 ,可 海 Y 取 为 下 列 形式 : 

Ys z, Ac]. 

akat) (84 r), XipaG) WEHA iO) 那么 。 

aly £S BJ Poincaré 坦 量 4 下 的 长 度 有 正 的 下 界 : 


pu 
| d = [| n>] Z — lga, 
ai ar y Yr y 


得 是 ,在 另外 一 方面 , e(r) 在 N 的 Poincaré 度量 dé 下 ,其 去 
KETE. — € Bç). 
为 了 证 浊 这 一 点 ,我 们 格 上 半 平 面 HSoSNTIEHEE, X 
没 影 为 
s> É == =s, 
这 里 我 们 用 窑 马 盘 (0:0 < E] < 1] him eoi A 
iH. a(r) 在 的 Poincaré H£ Bk r BS 


ITE 


Í 00， 
Jar logr 


但 由 广义 Schwarz 3|38, d£ > ds, WBA 
j dí ws 2 m > gM >D, 

4 * mp hf, BEARREZ PE. RER. 

zoteblBHRSie T R TERR, EE Rismana 曲面 对 应 
的 Fuchs 群 除 单 实 元 素 外 部 是 双 曲 天 元 素 。 这 件 事 在 前 面 用 到 、 
这 里 得 到 证 明 . 

另 外 ,从 引 理 的 证 明 中 可 以 看 出 ,-- 个 双 申 型 元 素 7:* 政 > s 
(z >> L) 所 覆盖 的 曲线 的 自由 同 伦 类 中 最 短线 的 关 度 之 log Le 
际 上 ,可 以 进一步 说 让 这 里 等 号 总 是 成 立 ， 事 实 上 ,在 了 的 两 个 不 
动 点 所 决定 的 非 欧 直线 {在岗 在 的 情况 下， 这 种 非 欧 直 绕 即 虚 轴 } 
上 ,我 们 弘一 如 弧 ,使 其 两 个 端点 关于 7 等 价 ， 例 如 感 纳 上 界 于 上 
5i 之 间 的 线段 。 这 个 线 鼻 的 非 欧 长 度 丛 好 就 是 1og 22, m dg 
投影 在 曲面 上 是 一 条 闭 曲 线 , 为 了 击 覆 盖 . 

现在 讨论 一 对 形式 的 双 曲 型 元 素 

r: a> (az + b)i(es + d), ad — bc = V, 
因为 > 是 双 曲 型 的 ,所 以 它 的 系数 矩阵 
a b^ 
NM 

看 两 个 实 的 等 征 根 A, E us HAEE ad 一 = | EA, A = 
1. REFARI 与 为 4. 又 由 于 Y 不 是 证 同 映射 , 所 以 不 
可 能 2. HODIE M. 设 较 大 的 特征 根 为 1， 那么 上 运 乍 阵 相 似 和 于 


A ü. 
1]. 
(s 3] 
CRER, Y SERIES kt — 4 3986 d Me e ph ste sk. 
s dz, 
XH. xxv 所 覆盖 的 由 北 的 自由 同 伦 类 中 最 短线 上 的 
24l- 


长 度 ， 就 是 上 半 平 面 上 以 7 的 两 个 不 动 点 为 端点 的 非 欧 直线 上 ， 
两 个 关于 7 WSIE ZEAE. IERE R E EE kY: 
下 不 变 。 所以, 我 们 证 明了 7 Br SERO OE Rk h B 62508 m Z 
log P, 其 中 1 是 7 的 系数 矩阵 的 较 大 的 特征 值 ， 将 这 个 结果 叙述 
为 下 列 形 式 : 

318 30.2 ig S= H/G, G K — ^ % BE Fuchs Bf, 又 设 
rE G B Ts 上 的 曲线 a。 则 

lla] 一 liogi’, 

共 中 1 是 7 的 系数 矩阵 的 较 大 的 特征 根 .。 
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X32 301 设 3 是 亏 格 六 于 1 的 紧 Rieman Hid. 又 设 
io.) 是 5 上 的 自由 同 伦 群 的 所 有 元 素 的 代表 所 组 成 的 闭 曲线 序 
列 。 则 对 于 任意 一 个 正 数 M , 满足 条 件 
de] < M 

的 项 最 多 只 有 有 限 项 . 

E. R (H, x) KS 的 万 有 覆盖 .不 失 一 般 人 性， 我 们 假定 o, 
本 身 就 是 它 所 在 的 自由 同 伦 类 中 的 最 短线 。 取 定 一 点 NECS, R 
们 自 po 点 向 a, 作 连 线 ,并 设 n, 是 最 短 的 连 线 ,而 p. 是 p, 在 <。 上 
的 端点 。 在 上 半 平 面 上 取 定 p, 的 一 个 上 方 点 m. i 和 点 提升 pv 
得 到 曲线 fas 设 其 终点 为 a, 《ps 的 一 个 上 方 点 )。 再 过 as 提升 a, 
得 到 曲线 à, 设 a, 的 男 一 个 端点 为 &o。(p。 的 男 一 个 上 方 点 )。 设 
G 是 3 对 应 的 Fuche 群 。 那么 对 于 每 一 个 a, 都 存在 一 个 7。《 G 
使 得 

¿, = Yalta). 

不 难看 出 ,过 和 ETE Parafa HAAR Tl). Had 表示 非 

欧 距离 ,那么 我 们 有 
d(zo, Tal #0)) < 24(z yw) + ilal. 

假定 子 序列 dou d E oL] M4 1,2,---. MBAR 

G 的 间断 性 推出 ， 


PE 


4( n, Ta C) > eo Ck — 0), 
从 而 aG, ra) — olk o 00). 但 这 是 不 可 能 的 .因为 (ss zs 
表示 如 点 到 pa 点 的 非 欧 虐 离 , S 是 紧 曲 面 。 因而 Pa, 的 任何 极限 
点 到 奥 的 非 欢 虐 离 都 是 有 对 的 ， 这 一 矛盾 表明 上 述 子 序 列 不 存 
在 ,因而 证 明了 定理 . 
定理 30.1 表明 了 ,长度 谱 在 实 轴 上 没有 极限 点 ， 这 一 性 质 称 
gems c 
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由 Riemann 曲面 可 以 确 宇 一 个 长 度 谱 ， 现 在 反 过 来 问 , 由 一 
个 长 度 谱 能 否 唯 一 地 确定 一 个 Rieman 曲面 .回答 是 肯定 的 ,于 
洋 上 ,只 忆 长 度 谱 中 的 有 限 项 就 能 完全 确定 这 个 Riemann 曲面 . 

定理 30.2 i$ 5 与 5 是 两 个 亏 格 大 于 1 的 紧 Rieman 曲面 
fi$ S 是 一 个 保 向 的 同 胚 。 又 设 (au) 是 S. 上 的 一 个 闭 曲 线 序 
列 ， 是 由 m(S 的 全 体 元 素 的 代表 组 成 ; 0, = (a), n = 1, 
hnesd* 

i[e,] = Hal 4 = 1, 2,---, N, 

则 在 了 89a Me erp — RER HE NE T RUKGCT SR 
£ 及 序列 (a. 的 项 的 次 序 的 整数 . 

证 . 设 ( 盯 , mi) RES, 的 万 有 覆盖 ,i 一 1.2; 并 假定 Si 一 H/ 
Gis G; & Fuchs Rf, i= 1, 2. 我 们 在 5, 上 取 定 一 点 bo JE HE 
基本 群 m (Su P) 的 一 个 生成 元 组 。 取 和 N 充分 大 ， 使 得 这 个 生成 
元 组 中 的 每 一 个 元 素 都 自由 同 伦 于 {en:1 m n < NT) 中 的 某 个 
aa. EH PHE- A mi CE PAREN. RIAR G 中 的 元 
素 作 如 下 的 编号 :对 任意 的 自然 数 4, 假定 曲线 re 是 mx(S P.) 的 
某 元 素 的 代表 ， 它 自由 同 伦 于 oz， 过 wo 提升 rs, 设 其 终点 为 sw。 
这 时 一 定 有 一 个 唯一 确定 的 元 兴 ye G 使 得 v(z) m e RAI 
把 这 个 元 素 记 为 >。。 TR, 集合 {7,:1 <. < N) 包含 着 GE 
一 个 生成 元 组 . 

定理 条 件 中 为 同 胚 1 ERES AMBAE, HAREE 


2g 


X INE, CE f 03550). B 3 REO 8 643 t (u. 
要 时 须 调整 投影 xo. L 诱导 了 G, 到 G, 的 一 个 同 构 ， 7 上 > Pers 
i7; 并且 对 于 G, 牛 的 元 素 岂 作 了 相应 的 独 号 :71 = foret. 

如 果 我 们 证 明了 , Etu G, 的 这 组 味 准 生 成 元 所 的 每 一 个 元 过 
Y, 那 等 于 它 所 对 应 的 ra BATRA C 一 Gn HEB 

Pa ™ Tns Vn = l, 2, €30.1) 

由 此 可 以 推出 下 在 R E e (CIL 5 27.1), 从 而 使 得 好 的 恒 
凤 映 射 在 由 面 上 的 投影 就 是 同 伦 于 1:5 一 S, 的 共 形 映射 (定理 
27.1). 

现在 我 们 来 证 明 (30.1), AARE RU TEGE yu Tnt Tir 
是 G, HERTE C B t DUBBUE TRE RORIE nin (S 
对 投影 = 作 适当 调整 )、 由 于 ?是 规范 化 的 ,所 以 ms mum 
也 是 6 的 标准 生成 元 组 。 由 生成 元 组 标准 化 秋 件 可 知 , Tre Rom 
有 下 列 形 式 : 


Yu i209 z (12 10), 
Tu irt—às QU 1). 
AMEN SN, 由 定理 条 件 得 I[a,,] = His Ma = LR 
此 oT = Y. 
NTER n, 1 02g, VR la] = 4(8.] EI 
(A) m OA), T1 «X n < 2g, ^ (30.2) 
其 中 A, 与 A; 分别 表示 v. 55 z; 的 系数 矩 咱 eC) ATER 
BF, 
再 进一步 增 大 N, 使 得 每 一 个 形 如 se aa (1 < n < 28) 的 元 
素 都 自由 同 伦 于 (al: < x < N) 中 的 其 个 os。 这 时 ,由 上 [ao 
eu] 7 I[A, Bul < n 22) 得 到 
Pl Aag" du) = Pl 4), AR) 1n 2g, (30.3) 
.同样 汐 道理 ,N 的 进一步 增 大 还 可 保证 
UAB 4u) = AA) Aas L&a m 2g, (30.1) 
& 


"a 


其 中 
a.d, — bc, = l, a, d, — bue = 1, 
这 时 , 《30.2),(30.3) 及 (30.4) 可 写成 
(a, + d, = Ca, + dP, 1=< n < 2g; 
(ha, + 4,/1) = Ga, FAY, 1 < n< gs 
(Ad, + a [Ay = (Ad, t auf AY, 1 < n < 2g. 
由 这 三 个 式 子 立即 推出 , 当 (<. < 2g 时 ， 
asd, = asd, 
a td = GU + GU 
Pa) BIR = VGL Ly, 
Pd, + a, J = LY + (az, 
由 这 些 式 子 立即 得 到 
an= (any, da = (2, ', 
为 了 使 分 式 线性 变换 的 系数 矩阵 确定 起 兄 ， 我 们 规定 ae 20, 
an 之 90。 在 这 样 的 规定 下 , a。 一 nu. 再 注意 到 aud, = aada, 5] 
知 4 与 do 有 相同 的 符号 。 这样, 我们 又 有 4， 一 du. 
另外 ,我 们 知道 标准 生成 元 组 的 第 28 一 1 个 生成 元 以 1 为 不 
zm. Bib. 
doa Pa = aga doas 
aga biga = ga da 
HEREN, barai 一 Fui 一 eua 一 eua, 也 即 
bara — Gaga ™ biga — ga 
此 外 ,由 系数 的 规范 条 件 Aaral = Aral 一 1 又 得 到 
Oscar = Pa ata. 
由 此 进一步 推出 
Bua =b; » Cig- 7 Du 
这 祥 , 我 们 证 明了 : uoi 一 Tua. 
再 一 次 增 大 N, 使 之 保证 当 Lo 2g — 1 Rf. 


12355 


x (uL t Au) E IS t 4). 
iria t AQ m (AU: AQ). 
应 用 Aum uas RIALA La 28 — 1 时 ， 
(baie, 十 Gabe — Charach 64:0. Y s 
C091ca 十 Pub = (cagira + Bub Y. 
注音 到 beca tm Fs (as mas d. md), LEARRA A 
Dl, ach e rial m PaL Hn d, (5, 
cha + blab = dias Y FLU. 
车 bac das Mhi 
Bye (EY. he, xn < 28 — 1, 
d Mam bo MUSIK N. 使 得 1n 1g — L RI, 
t (A A CAS) mtr aua A d). 
(Aia A 4.) m Cu) Ay MD. 
HEEG 1 <s < g — ! 对， 
VUA 十 cL m CL H (Ly, 
Dep = PCen Y + (p. y/u. 
同样 推出 M = (LP, e = GL. 
现在 只 要 汪 明 ba 55 bn ca 与 es 的 符号 相同 ,就 能 推出 b= 
L, e = eu (LR a 2g — 1). 
我 们 知道 、7s( 90) — «fcu, 而 


(oo) 一 jero (oo) 一 ?人 (到 让 


由 于 KO = 0 及 了 在 实 轴 上 的 保 疝 性 ,Kayc*) 与 safe, 有 组 
[at B. (B fe, vi(oc) anfen, Pr2. adeh 5 anfen AHA 
同 符号 。 我 们 已 经 知道 , a, =a, AMEE a, = 0 e Ene, 
AMRS. 这 时 再 注意 到 ec, = bens SIEH b, 与 名 有 机 
AAS. E ze 一 4 一 0 EE v, 55 >, 分 别 换 成 它们 的 逆 , 同 绊 
的 讨论 可 推出 dalia £ dales 有 相同 符号 , 从 而 有 eue. 
Al, 我们 证 明了 S, 与 G, 中 标准 生成 元 组 的 对 应 元 素 都 相 
等 ， 因 而 证 明了 《30.1)。 证 毕 。 ' 
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305 横 群 作用 的 间断 性 


在 讨论 雨 群 作用 的 体 晰 插 之 前, 我 们 先 给 出 一 个 引 更 , 它 本 身 
也 有 独立 的 意义 . 

BIB 363 (Wolpert) if S, 5 S: ÆA Riemann 曲面 ,其 
TOBEURGRORGRGÉM). 又 设 fis 一 人 BUKERE a E 
ff er 35 9 gr de e, A 

I[a)/KLf] < iffKa) is KINI. (30.5) 

d. AH, n) SLE EUR. 并 且 S, m HG, G, 
是 Fuchs 群 ,1 一 0,2. 假定 r€ G. WATER e. WA r= 
foro EET Ka), BEIE] 的 一 个 握 升 、 若 dal 一 0， 则 
7 fa Ri sue N u >° 也 是 抛物 型 元 素 , 由 此 推出 上 [Ka)] 一 0. 
这 时 【30.5) 成 立 ， 当 i[s] « 9 Bf, E v] REOR UA. +K 
— tE ERAYOTDU E TAS FIER: 

Y :z— hz, >l; 
Y if (VyssAU > 1. 
A SOO 分 别 表 东 7 与 x 生成 的 循环 群 。 这 时 Hj) 5 
HQ) 分 别 是 9 55 SLM di, — 显然 、1:5. 一 S, 可 以 提升 
到 这 两 个 槛 盖 曲 面 上 . 设 FHK HG) RGXTEHSIRCT. 
那么 ,作为 还 城 , HO) 与 HOT) BREE MOTO) 与 
MUR Y). 应 有 下 列 估计 式 : 


MUI 
MRUF1< AL < KIF]. (30.6) 


IE Bip WRR HiO) 写成 环 : 
[miam || < 13 (£ = epi MHT e 
那么 HHK) 的 自然 投影 是 
ae» w = expl 2ail log z)/ logat}. 
Tux dedu H 变 为 {w epl] log 9) < l| 1). f 
MUT) — 2| log. (30.7) 

类 伏地 有 

EUR 


MUHIT) == 28! | log QU. (30.3) 
EB (30.6) Æ (30.8) 即 推出 


1 log 2 
I/K[F! « 7 — =< KIF 30.9 
/KI adig eK (30.3) 


再 注意 到 KUE] = KIH, Hsl— logi! 30 2[6G20] = tg 7, 
则 立即 下 (30.9) 得 到 《30.5)， 证 毕 . 

现在 我 们 来 讨论 标记 Riemano HUI EX. BESES 
JR 的 紧 Rieman 曲面 。 在 % 上 政 完 团 曲线 序列 (n). ix^ 
序列 是 由 全 体 x5) 的 元 素 的 代表 组 成 。 在 限定 这 组 序列 之 皇 ， 
TER. — E Riemann 曲面 (S, J) 都 有 一 个 相应 的 长 度 谱 
UlGa,)]) (注意 这 个 序列 的 项 唯一 怨 由 [ 力 所 确定 。 同一 个 
曲面 $ 的 不 同 妹 记 对 应 的 长 度 谱 序列 可 能 是 不 同 的 ， 尽管 它们 作 
为 集合 来 说 是 相同 的 . ) 很 容易 看 出 ,等 价 的 标记 Riemaon 曲面 的 
KEREAMA. 因此 ， 我 们 可 以 谈论 Tachmülec 空间 TCS) 
中 的 点 的 长 度 谱 序 列 . 

SV ELE 30.2 及 其 证 及 不 难看 出 , 存 车 一 个 N, 当 TOS) 
中 的 两 点 的 长 度 谱 序列 前 闪 项 均 相等 时 ， 列 这 两 点 是 同一 点 。 

现在 我 们 来 讨论 模 群 Mod (S) EARE. RAJA Mod 
(S) 在 了 (5,) 上 作用 是 间 妹 的 ， 如 栗 模 群 在 任意 一 点 r€ T(S) 
的 委 道 {ox(7):a*E Mod( )] 在 TCS) 中 没有 极 眼 点 。 

定理 30.3 iS, 是 专 格 >! 的 紧 Rieman 曲面 则 Mod 
(5) 在 TCS) 的 作用 是 间断 的 ， 

证 。 用 反 证 法 , 设 点 ve T(S) 的 未 道 有 一 个 慨 限 点 ri 一 [Si。 
hle T(S), 也 就 是 说 。 存 在 着 一 个 卉 变换 序列 of & Mad (S), 
《一 1， 2，…3 它 有 无 穷 个 不 同 的 元 索 , 并 使 得 

diei), u) 9 (b >). 
B r= [S.I]. LAERE fE Teichmüller 度量 下 ， 
ES, fooal] > [Sis h} (& — 09). 
命 £65 5 是 baei 的 同 伦 类 中 的 极 值 哆 射 ， 那 么 ,我 们 有 
KKSt 一 【上 (99). 
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由 此 我 们 看 总 Lnd 存在 一 个 子 序列 必 丝 于 一 个 共 形 映 射 。 CRUS 
没 这 个 收敛 子 序 列 就 是 (a, 本 身 ,其 级 限 映 射 为 &51 一 S. 

因此 ,5, 与 5 共 形 等 价 ， 这 样 ,我 们 无 妨 在 [54, A] 中 取 S, 为 
S. EtA ES KRES AH. 

另 一 方面 , 由 Wolpert 引 至 ,对 干 任意 一 轴 反 曲线 263, Ë 
有 

MAKI gu < d[z,(8)] < Ki gu I1. 

由 Kig) 一 1 (hoo), ENH H 


taa) 一 4[P] (4 — 00). (30.19) 

对 于 任意 给 定 的 M > 0, 满足 
Ifa) M, (3611) 
i[feaiCa.) ] 2M (30.12) 


RURBE SS CIRCA LT: s 上 的 长 度 潜 序列 中 的 项 )。 这 里 
daat 是 前 面 所 说 的 在 S; 上 取 定 的 闭 曲线 序列 。 
由 【30.10) 看 出 ,对 于 任意 的 =。， 
di fcarlaa)] 一 人 [ja (4 — 00). 

# a, 满足 (30.11), 对 对 于 充分 大 的 《， 空 也 满足 (30.12)。 担 是 
满足 (30.11) 与 (30.12) 仅 有 有 限 个 值 ,可 见 对 于 这 样 的 co, dE k 
六 分 大 时 

由 faok(ao)] = thaon) l. (30.13) 
取 M 充分 大 ,使 得 定理 30.2 中 所 要 求 的 前 入 玩 况 育 Hha) 
M(Vn < N). xit (30.13) 知道 , 当 万 充分 天 肝 ， 

I5, foe] = [5, f. 

Abit. FEREARE 465 一 3， 同 伦 于 feodi i O8 R 
SX). HT le 中 有 无 穷 多 个 不 同 的 元 素 , 所 以 {orth dU 
表 无 穷 多 个 同 伦 类 .。 这 样 ,3 的 共 形 自 同 环 a 世 恒 在 无 穷 多 个 . 
阳 这 是 不 可 能 的 ,因为 这 与 著名 的 Hurwitz 定理 矛盾 ?, 这 个 定理 
Ker ES F9 g dE Riemann 曲面 上 , 共 形 自 阿 胚 不 超过 34(g 一 


1) Hurwitz qz dT LEBLILL 40) 
239° 


1)， 这 一 矛盾 表明 上 法 的 序列 (o2) 不 可 能 存在 。 定理 证 毕 。 


306 R, & Hausdorff 空间 
白 模 群 Mod, 的 间断 竹 及 模 变 的 在 T, PREE, RINE 
容易 给 出 Re MIAR EZRA Hausdorff 空间 。 
事实 上 ,由 于 


R, = T j Mods, 
所 以 7。 到 R, ADARE 对 于 任意 一 点 [$1€ Re， 我 们 
虫 它 的 一 个 上 方 点 LS, fle T,, SEX EC T e AU 
[S oat E; 0, LS. 1)) < ey, 

Beso Lgs NR. MEEME 
30, [S] BJ e PRSLA LS, J] 的 选取 无 关 . 

由 模 群 的 间断 性 很 容易 挫 出 下 面 的 定理 ; 

定理 30.4 R, > 1) E Hausdertf 空间 。 
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第 十 章 ” 有 限 型 Riemann 曲面 上 的 
极 值 问题 


本 章 的 主要 内 容 是 把 有 关 Teichmüller 极 值 问 题 的 基本 结果 
推广 到 所 谓 有 限 型 的 开 Riemann 曲面 上 ， Teichmiiller 空间 的 概 
念 和 有 关 结 果 也 将 得 到 推广 


$31 有 限 型 Riemann 曲面 


"a 基本 概念 


直观 地 说 ,所谓 有 限 型 曲面 就 是 指 一 个 紧 曲 面 上 挖 去 有 限 个 
点 或 洞 所 得 到 的 孟 面 ， 这 种 曲面 的 一 个 基本 特征 是 它 的 基本 群 是 
ARERR. 这 一 点 在 我 们 今后 的 讨论 中 起 着 本 质 的 作用 、 

更 确切 地 说 ,我 们 称 5 是 一 个 有 限 型 曲面 ,如 果 存 在 一 个 贤 臻 
曲面 S" 下 一 个 连续 单 映射 6.3 S 使 得 S — (5) 是 有 限 个 
点 组 成 ， 这 里 ,把 S 的 乞 格 也 称 作 是 3 HTK. 

显然 ,3 一 多 $) 中 的 每 一 个 点 都 对 应 于 5 的 一 个 理想 边 
界 分 支 。 对 于 每 一 个 这 样 的 点 ses 一 从 3)。 我 们 可 以 取 一 个 
PRU, 使 得 它 同 凸 于 平面 上 的 一 个 贺 盘 , PERPETUO. = UT 
取得 充分 小 时 ,可 以 使 得 U — {P CAS). 这 时 U 一 入 KU 一 
PD 就 是 所 对 应 的 理想 边界 分 支 的 一 个 邻 域 、 正 像 我 们 过 去 
所 指出 的 , 当 5 上 具有 和 揽 结构 ,也 即 5 是 Riemann 曲面 有 时, URZ 
共 形 等 价 于 一 个 穿孔 盘 {2:0 < zl < 11， 要 么 共 形 等 价 于 一 个 
环 域 (z:0 <a < 1z| dj. 对 于 前 一 种 情况 , 我 们 称 六 所 对 应 
的 边界 分 支 是 一 个 穿孔 皮 。 对 于 后 一 种 情况 ,我 们 称 之 为 一 个 
"is^. 

一 个 有 限 型 的 Riemann diii S HHE (e,n, mI, RE 

EE 


的 亏 格 为 &, f n + > Bh Ry, 其 中 有 ”个 穿孔 点 . 

(e,n, 0) 型 曲面 有 时 也 被 称 为 共 形 有 限 型 曲面 。 jx halb 
稳当 于 在 上 述 定义 中 要 求 9 是 Riemann 曲面 而 上 是 共 形 映 射 。 

在 讨论 有 限 型 曲面 时 ,我 们 时 常 要 用 到 一 个 曲面 5 的 SchottkY 
二 重 面 。 我 们 将 它 记 为 344， 在 这 样 作 时 ,将 所 考虑 的 有 限 型 曲面 
帘 作 带 边 曲面 ， 而 它 的 二 重 面 是 将 它 和 其 镜面 像 在 洞 的 边 绿 作 了 
Mà. 

有 几 种 曲面 我 们 称 之 为 例外 型 的 ， 它 们 是 以 下 几 种 类 型 : 

(0,0, 0), (0, 1, 0), (1,0, 0), (0, 2, 0); 
(0, 0, D), (0, 1, 1), (0,0, 2). 

之 所 以 要 排除 这 几 种 类 型 的 曲 而 ， 原 因 是 它们 本 身 或 其 二 重 面 并 
不 具有 双 曲 型 万 有 履 盖 ， 不 能 运用 单 值 化 定理 把 它们 提升 到 上 半 
平面 或 单位 圆 着 查 。 不 过 这 几 种 曲面 已 足够 简单 ， 排 除 它们 对 于 
讨论 的 一 般 狂 影响 不 大 . 

没有 洞 的 有 限 杷 曲 而 也 记 作 (g, n) 型 ， 非 例 外 的 (8, n) 型 
曲面 和 非 便 外 的 《g， n, m) Cn s= 0) 猩 的 二 重 曲面 具有 双 曲 型 万 
有 覆盖 曲面 ,因而 可 以 谈论 它们 的 Poincaré 度量 . 


31.2 多 许 二 次 微分 


设 So E MEPIS Ce, n, m) 型 Riemann 曲面 , 当 m së 0 Ff 
我 们 认为 它 是 一 个 带 边 曲面 。 

RITE RE S, 上 满足 下 列 条 件 的 半 纯 二 次 微分 : 

i) 除 在 穿孔 点 可 能 是 一 阶 极 点 外 , 在 其 它 点 处 处 是 全 纯 的 ; 

ñ) 可 以 连续 延 拓 到 SHERLAR, 并 沿 每 一 个 这 样 的 分 
支取 实 值 ， 

全 体 这样 的 二 次 微分 ， 被 称 为 % 上 的 多 许 二 次 微分 , 并 记 作 
Üo). 

根据 过 去 关于 二 次 徽 分 的 讨论 ， 我 们 知道 只 可 能 有 一 条 水 平 
轨 线 以 穿孔 点 为 端点 ,如 果 锡 许 二 次 微分 在 该 穿孔 点 是 一 阶 极 点 . 
F u) 表明 SS 的 非 穿孔 边界 总 是 由 允许 二 次 给 分 的 水 平 轨 线 弧 
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显然 , dg mb ORE, CERT To SICH e BRUT DL RERRAE 
拓 到 34 上 ,而 成 为 54 上 至 多 有 2n 4 HR AO EIUS. 

在 讨论 % 的 Teicbmiller 空间 时 ,我们 需要 知道 CS) 作为 
~ 全 实数 域 上 的 线性 空间 的 维 数 ， 

首先 ， 彰 在 计算 紧 些 面 全 纯 二 次 微分 的 维 数 -- 样 ， 不 难 应 用 
Riemann-Roch. 定理 计算 出 当 m = 0 时 QCS 的 实 维 数 为 58 一 
6 + 2n, 

X om = 0 Ef, $ E (2g+ m—1,22,0) # B El. Fr 
ÖLE) 的 实 维 数 是 

12g + 6m — 12 + 4n = 2(6g — 6 + 2n + 3m), (31.1) 

我 们 已 经 知道 ，($,) IS TER MTU oE 
QC. 全 体 这 样 延 拓 得 到 的 元 素 形 成 D 的 一 个 子 空 于 .我 
们 记 之 为 9, 那么 显然 OCSO 同 构 村。 因此 只 要 求 出 0 约 实 维 
EDAM 

由 St 的 天 称 性 可 知 , 对 于 每 一 个 < é CE) 可 以 定义 o* e 
ÕS, E o° 在 8 点 的 信 恰 好 是 wu 在 9 的 镜 匠 像 点 p 的 值 的 
共 顽 ， 更 具体 一 点 说 , 设 pe Si 的 一 个 局 部 参数 为 s, 那么 5 一 了 
就 是 的 镜面 像 点 5 的 一 个 局 部 参数 ， 若 在 户 点 附近 的 局 部 起 
示 为 pdr, M o" E p AREARE TO phe. RE 
的 w" f tH o WE — EA. i 

设 了 是 QC ) 上 的 恒 同 映射 。 而 了 是 上 述 < 号 所 确定 的 喘 
55,8] Tio, 这 时 映射 

ecl + T)o 


是 QU) ITa o — P AREE M, J B RC HAT BD 


o- [Ea +T 6D) 


内 为 8 PATRE iki FA, fr 


ELER 


2 = [La Tumae oct]. 
那么 , 任何 一 个 元 案 oÔ 都 可 表 为 9 与 9' 中 的 元 素 之 和 : 
1 l(rqTyo 
“= Q+T)oe+ Ü To, 
另外 一 方面 ,9 与 9' 除了 零 元 素 外 没有 其 它 公共 元 素 ， 事 实 
Ed con, Bi 
= "Jos o= L (1— Tjo 
o= + 人 二 To ;07Dw 
于 是 ,注意 到 7T? 一 1, 立即 有 
(一 T)o = +a- T) To, 
- i G — Ta, = 0, 
a —T)e -i Q — T) — (C — To = 26. 
这 就 推出 w = 0, 
由 此 可 见 Oi) TURR 00, 
但 Q 与 9' 显然 是 同 构 的 《oo 上 > ie 就 是 同 构 对 应 )。 所 以 ， 


9 的 维 数 是 OCSI) 的 维 数 的 1/2. 这样， 由 (31.1) 得 到 CS 
BREE 


dimgel lsa) = 6g — 6 + 2a + 3m, (31.2) 
QE SS E (g, n, m) 型 非 例外 曲面 。 


$32 ”有限 型 曲面 的 Teichmiller 定理 


321 (g, mM 型 曲面 的 情况 

定理 32.1 iR. (2,2) 型 非 例 外 由 面 , e RES, 上 的 一 个 
允许 二 次 徽 分. X :3506 一 S 是 一 个 Teichmüller 映射 ,其 Beltrami 
微分 为 Kf1w | (te [0, 1))， 则 fo 是 它 的 同 伦 类 中 唯一 极 值 喘 
射 , 也 即 任意 一 个 拟 共 形 映 射 f:56 一 S.I Sh EA 


ELE 


Kf] < K[f], (32.1) 

其 中 等 号 仅 当 了 一 为 时 成 立 . 

证 。 我 们 先 讨 论 (g, 26) 的 情况 ， 这 里 8 与 a 满足 下 列 条 
件 : p 60,n21Àmg-—0,22. 

在 这 种 情况 下 ， 由 于 穿孔 点 是 偶数 个 , 所 以 可 以 构造 $4 与 $ 
的 双 层 覆盖 曲面 $$ 与 $, 使 得 它们 在 穿孔 点 处 是 分 歧 点 +, 这 时 S, 
与 $ 的 亏 格 为 28 十 + 一 1 > 1. Mk m 55 = $y E| E Š, 55 Š ZI S, 与 
3 的 投影 .现在 考虑 办 与 子 的 提升 为 与 ?显然 , 它们 依然 是 拟 共 
Ei MAh EE Teichmüllec 映射 。 现 在 来 考查 了 乱 所 伴随 的 二 
次 逢 分 。 由 于 上 述 双 层 和 覆盖 曲 面 可 以 认为 是 沿 首 4 条 连结 穿孔 点 
的 弧 哀 开 后 与 同样 复制 曲面 在 衣 开 处 交错 粘 合 得 到 的 ， 所 以 可 以 
这 样 得 到 的 提升 o; 在 非 罕 孔 点 的 上 方 点 定义 6 一 ci WEF 
TA Pi 附近 ， 若 的 局 部 表示 为 pdr (这 里 z 是 局 部 参数 ， 
B 对 应 于 z — 0), MEX ac PPP, B z — V z E p, 
BEDAS 的 局 部 参数 .不 难 验证 ,这 样 确定 的 微分 形式 必 是 名 
上 的 爹 纯 二 次 微分 ， 事 实 上 ， 若 原来 的 微分 在 穿孔 点 处 的 阶 为 
2 根据 假定 ” 2 一 1), 那么 在 其 上 方 点 56 的 阶 为 2n 十 2, E: 
非 负 的 . 这 就 是 说 ,虽然 允许 二 次 微分 可 能 有 一 阶 极点 ,但 它 的 提 
Jam gs elio. 

D ERQUEBRT L ge W hugi S, #| Š 上 的 Techmüller 映射 
其 伴随 二 次 微分 5 是 全 统 的 .为 了 应 用 紧 曲 面 上 的 Teichmüller +E 
理 ,我 们 应 当 要 求 ? 同 伦 于 为 。 这 是 可 久 作 到 的 ， 例 如 按照 下 述 方 
法 选择 基 设 负 是 pe 5 的 一 个 上 方 点 , 而 Pom AUOD -是 名 一 
(Po) TEDA. EEI f RERA F, 0:8 X [0，1] 一 
S (F(p,0)= h(p), FO, D SID 中 点 Fl, O 的 轨迹 在 
S 上 措 出 了 一 条 自如 到 p, — fin) 的 曲线 , 记 之 为 <， 过 名 点 提 
Ha, 没 提升 后 曲线 的 线 点 为 加 (ps 的 一 个 上 方 点 ), 那么 , 了 有 一 
个 唯一 的 提升 了 使 得 六 所 ) 一 h. XXI HE RAET h. 


1) 更 葛 急 地 说 是 把 所 有 穿孔 点 补 到 曲 击 上 ?然后 考虑 它们 的 双 层 分 对 硬 盖 . 
345 


报 据 定理 26.1, K) 状 天 [和 1， 由 此 推出 《32.1)， 并 且 当 上 
BH 了 一 页 时 成 立 等 号 。 

现在 讨论 (8,22 一 1) 型 曲 画 的 情况 . 

H (g, 22 — 1) = (0, 3) 时 ,四 则 是 共 形 映 身 ， 所 以 定理 中 
的 结论 显然 成 立 。 MÆR Sui (g, 2n — 1) 型 非 例外 曲面 ， 且 
(g, 2a — 1) 7 (0,3). 这 时 我 们 作 5 与 $ 88 — TOR ERR Rc a 
$ 53, 使 得 它们 在 对 应 的 2 一 2 个 穿孔 点 上 是 分 歧 点 ,这 样 与 
3 各 有 两 个 穿孔 点 (它们 分 别 是 5, S 上 的 第 2 — 1 个 穿孔 点 的 
EHA). 条 件 (8, 2n 一 1) = (0, 3) 保证 了 3 与 $ 是非 例 外 曲 
面 ， 因 而 问题 归纳 为 已 经 讨论 过 的 偶数 穿孔 点 的 情况 。 再 一 次 考 
BSS S 的 双 层 有 睹 要 落 , 并 两 次 应 用 Teichmüller 定理 即 得 到 
(32.1). 

上 述 讨论 中 唯一 剩 下 了 (0, 4) 型 曲面 . 如 果 按 照 过 去 的 办 法 ， 
对 这 种 曲面 作 双 层 楼 盖 , 那 么 得 到 的 是 一 个 环 面 ,而 我 们 不 能 在 环 
面 上 应 用 以 前 的 Teichmüller 定理 . 为 了 克服 这 个 困难 ,我 们 把 环 
面 上 对 应 于 穿孔 点 的 点 再 一 次 看 作 穿孔 点 ,这 时 就 使 和 与 ;成 为 
C, 4) 型 曲面 ,又 一 次 归结 为 已 证 明 过 的 情况 。 证 毕 . 

定理 322 设 5, 与 5 是 两 个 (8,n) 型 非 例 外 曲面 ，f;5o> 
5, 是 给 定 的 一 个 拟 共 形 同 哑 。 ME 了 的 同 伦 类 中 存在 一 个 Tei- 
chmüller e&t fo, 其 伴随 二 次 微分 是 允许 二 次 微分 . 

证 . 像 在 上 述 定理 的 证 明 中 一 样 ， 我 们 先 讨 论 n 是 偶数 的 情 
况 ,并 且 假 定 (e, a) (0, 4). 

设 吕 与 品 分 别 是 5 与 5 的 一 个 双 层 覆盖 曲面 ， 在 穿孔 处 是 
分 歧 点 。 又 设 ? 是 + 的 一 个 提升 .在 名 与 名 上 应 用 定理 27.1, 可 
知 在 ?的 同 伦 类 中 有 一 个 Teichmüller 映射 Jorio S. 须要 证 沽 
这 个 映射 可 以 投影 为 S, 到 5 的 映射 。 

设 名 是 $。 上 的 全 纯 二 次 微分 ,是 和 的 伴随 微分 . 设 加 :$5 一 
是 关于 投影 S S, 的 非 恒 同 枝 盖 变换 ，j 一 9, 1。 那 么 ,由 如 与 
À, BJ Je bt ET 


K[hefaehe!] = KIA]. 
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另外 一 方面 ,显然 有 
和 apt az A oio hs! = j == h. 
让 以 出 准 一 性 定理 推出 
Ashes = hh, 
也 即 
hofa 一 hota (32.2) 
这 表明 为 可 以 投影 为 % 一 3 IEEE le 33 h. 
jt, k BSEEERDÉ a 也 基 可 以 投影 的 ， 事 实 上 ,[32.2) 草 扫 
着 为 的 Belrrami 微分 对 于 S, HEERA TE, AH 
二 次 微分 对 于 和 的 窗 落 变换 群 也 是 自 守 的 , 故 可 投影 到 s. 上. 
命 o 是 人 的 投影 .我 们 空当 说 明 , eI S. 上 的 允 访 二 次 答 分 . 
我 们 容易 看 出 ， 这 种 投影 的 过 程 恰好 是 在 上 一 个 定理 证 明 中 二 次 
微分 提升 过 程 的 邀 . co Ve AF821 A BB STE E AW; fu ZEE TL 
点 处 阶 数 变化 如 下 屏 。 BURG TER LAB) EXER. Aeg 
该 穿孔 点 为 一 阶 极点 ; 若 名 在 字 孔 点 鸭 上 方 为 零点 , 则 名 在 该 家 孔 
点 为 正则 点 。 总 之 ,是 从 次 二 次 微分 。 
对 于 其 它 情况 (n 为 奇数 和 (0, 4) MAH) 的 讨论 ,完全 类 做 
于 前 一 个 定理 的 证 明 , 可 以 归结 于 已 证 明 的 情况 。 证 毕 。 


324 (g,n,m) (m^ 0) 型 曲面 的 情况 


对 于 这 科 清 况 鸭 讨论 , 方 诸 上 也 很 相似 于 e, n) 型 曲面 的 情 
了 吏 , 只 不 过 是 不 邦 卉 双 层 罕 盖 曲面 , 击 短 效 曲面 的 二 重 面 . 

W fih S 是 一 个 Teichmüller Kii, RFE DKI o < 
DCU) XXHLS 55 RETEA (g, n, m) "im, m = 09. 又 
设 S 5 ERRER AEF h 

显然 , 为 , @ ,都 可 以 对 称 延 丘 ， 使 它们 在 S: LEES. E 
h.c». f 的 对 称 延 拓 分 别 是 Ko u P, WA PH ES 

ET H 是 以 o° 为 伴随 二 次 微分 的 Teichmilier KM. 干 是 根 


I) — IRS o IESHUROQ n dt T), M @ ED Ln E809 20 + Do 


(He 


REA 321, KIM]  KL/^]..— 再 由 对 称 性 有 KL] 一 KIA, 
KIf*]-KLfl. 于 是 
KIA) < KLfl. 

这 样 ,我 们 证 明了 

定理 323 对 于 非 例外 的 有 限 球 由 面 而 言 ， 两 个 由 面 间 的 
Teichmilllez 聊 用 (伴随 二 次 微分 是 允许 二 次 微分 ) 是 它 的 同 伦 类 中 
唯一 极 值 映射 

现在 证 明 存 在 性 定理 。 

i$ E 3 是 两 个 非 例外 (6, 0. m) 型 曲面 m0, Xi 
f:5 一 $8 R — 3 b it. 

HIREA P3 一 于、 那么 在 六 的 同 伦 类 中 一 定 有 
—^ Táchmüller 陵 轩 ,其 伴随 二 次 向 分 为 中 上 的 多 许 二 次 向 分 ， 
设 它 为 4:39 —5St .我 们 要 证 明 所 |5, 是 + 的 同 伦 类 中 的 Teichmüller 
映射 ,而 其 伴随 二 次 徽 公 是 少许 二 次 微分 . 

显然 ,问题 的 关键 是 证 明 GS) 一 % 

ME gj:5f 5] 是 对 称 锯 射 ， 妓 将 ?点 变 成 它 的 镜面 像 点 5， 
j 一 0,1。 那么 & 与 & 是 反共 形 映 射 。 因而 sotos KRR 
共 形 的 ,并 有 

Kigisfoge] = KIfl. 
另外 一 方面 
ioho ga" go opr: = F == h. 

EHEER, gohog' = b, AE 

Bifo = fogo. (32.3) 
3 与 中 的 每 -- 条 边界 肝 线 分 别 在 如 与 亚 变换 下 保 等 不 变 ,， 并 且 
有 反 过 来 在 n Re 变换 下 保 竺 不 变 的 闭 曲线 一 定 是 R S, OR 
边界 曲线 ， 因 此 ,由 (32.3} 推 世 ,将 乌 的 边界 由 线 喘 射 5, 的 过 
ESSE ET b 38 S ph X S, 

这 样 ,我 们 证 明了 

定理 324 iS, 55, 星湖 个 非 例外 的 有 限 型 曲面 ， 又 设 
dioe $, 是 一 个 入 兴 形 陕 身 。 则 在 了 的 同 伦 类 中 一 定 有 一 个 
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Teichmüller 映射 ;其 伴随 二 次 徽 今 为 允许 二 次 秽 分 。 

总 之 , 我 们 把 Teichmüller 有 关 暴 Remana 曲面 上 的 结果 稚 
广 到 了 非 例 外 型 的 有 限 此 天 上 。 息 得 指出 的 足 上 述 讨论 方法 是 属 
于 Ahlfors 的 . 

对 于 非 有 限 此 而，Teichmil'er 的 洁 果 不 一 定 成 立 . 这 宕 问题 
十 分 复 奉 ,我 们 其 至 不 知道 在 怎样 的 条 件 下 ,两 个 非 有 限 且 面 之 间 
的 一 个 同 胚 司 伦 闫 中 一 定 有 拟 共 形 映射 此 外 。 这 寺 曲 面 二 的 金 
纯 二 次 微分 的 空间 是 无 限 维 的 , 汶 带 来 了 实质 性 的 困难 。 


323 ”有限 型 曲面 的 Teichmüller 空间 


像 过 去 对 紧 曲 面 的 情形 所 做 的 那样 ,对 于 非 例外 (e, n, m) 型 
直面 同样 可 以 定义 标记 曲面 和 Teichmaler ASEA HAEE 
这 种 Teichmüller 空间 与 某 个 高 维 欧 氏 空 间 的 单位 球 的 同 胚 ， 

设 是 肥 定 的 一 个 非 例外 (g, a, m) nil. URS 是 同 
样 类 型 的 男 一 个 曲面 :5 一 5 是 一 个 扳 共 形 含 是 这 时 我 们 称 
(S, P) 是 一 个 标记 Ricmaon 曲面 ,或 简称 为 标记 曲面 , 

两 人 标记 有 曲面 So 10 与 《5,, HO) 被 称 为 是 等 价 的 , RE 
-AREEN q:5, S: 同 伦 于 hort, 

标记 曲面 (5, 1) 的 等 价 类 记 作 IS, 1), 全体 这 种 等 价 类 称 为 
Š, M Teichmüller 2318, 1326 T(5), SE T... Hi S, E (g, n) I 
BC. TO 也 记 为 Tu. 

Hag- tib RIOUIOBER, ARTAN (5, D 对 
应 于 一 个 Teichmüller 映射 jb:5 一 5。 其 化 随 二 次 微分 属于 
OC), 染 句 话说 ,每 一 个 标记 曲面 (5, 从 都 对 应 于 一 个 《0(56)， 
而 这 个 二 次 微分 名 在 忽略 一 个 正 的 实数 因子 不 计时 是 唯一 确定 
的 。 

SERIE (S, F) SG D 等 价 ， 则 它们 对 应 于 同一 个 
区 许 二 次 向 分 a. SK E, 若 m:3 一 S° 是 同 伦 于 lof? EE 
射 , 则 esf, k iSe S 的 同 伦 类 中 的 Teichmüer ktt. F 
洪 共 形 映射 复合 以 共 形 映射 , 蒜 相 应 的 复 特征 (Belrrami 微分 1 不 
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变 , 所 以 ofa 的 怪 随 二 次 微分 与 大 的 学 随 二 次 向 分 相同 《 笃 多 村 
差 一 个 正 的 实 常数 因子 )。 

由 此 可 见 , 每 一 人 点 + 一 [S, I] € Tous 都 对 应 于 一 个 o € 
PIESA 

为 使 s 唯 一 确定 ,我 们 要 求 它 满足 某 种 规范 条 件 ,比如 


(fa4.= L 


或 者 是 在 G) AEAEE R o ARAE TRARY ESTE 
方 和 为 上， 

现在 我 们 采 插 后 一 种 规范 化 的 方法 .起 据 (31.2) 可 知 , DiS) 
是 ág 一 6 + 28 + 3m 维 的 实数 城 上 的 线性 空间。 £T ER 
规范 化 规定 之 后 。 每 点 ES, f] 所 对 应 的 w 可 以 奢 作 是 6g 一 6 十 2n 
+ 3m 维 欧 氏 空间 单位 超 球面 上 一 个 点 . 另外 一 方面 , (5, 1) 所 网 
定 的 Teichmüller 奖 射 还 伴随 一 个 实数 keL 1). 并且 等 价 标 
BR AEST RIT SUN A. CRER IS FEET AER 
Z, PTA S, HET, an 都 对 应 于 一 个 六 及 w ,而 且 不 同 的 点 
US, 1] 对 应 于 不 同 的 (R, o). o 可 以 闹 作 是 Ruita 中 单位 
超 球面 上 的 点 (假定 w 洲 足下 列 的 范 条 件 ， 在 OC) 中 的 一 组 基 
下 名 的 坐标 分 量 平方 和 为 1)。 这 样 一 来 ， Ta.on 就 与 放 o 
中 的 单位 球 建立 了 一 一 对 应 。 显然， 这 种 讨论 完全 与 第 八 章 中 的 

与 过 去 一 样 ;我 们 定义 两 点 z = [S h] 与 z, = [S fh] 的 
Teichmüller 虑 离 为 


dno s) ~ + log KU, 


Tab h E hofs 一 5 的 司 伦 类 中 的 航 什 映射， 自然 要 问 ,这 个 
讼 贡 是 天 是 完备 的 ?在 这 个 度量 之 下 , Ton 6 一 5 + 2n+ 
3: 维 欧 买 单位 球 的 对 应 是 否 是 同 是 对 应 ?这 两 个 名 是 的 回答 都 是 
肯定 的 。 在 这 里 我 们 不 打算 写 出 证 明 ， 是 想 告 诉 该 者。 如果 这 样 
做 ,相当 于 重复 第 八 章 中 的 全 都 讨论 ,而 没有 任何 实质 妊 的 差别 
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与 过 去 类 似 , 可 以 定义 Tau, MEIE Mode, a, m), 
如 果 用 Rss 表示 所 有 (6,0, m) Bir Io HE UPS, WA 
有 

Ream T Temmi Mod (g, n, m). 

这 一 点 读者 自己 可 以 根据 定义 验证 . 

横 群 的 离散 性 的 证 明 要 比 过 去 复杂 ， 有 兴趣 的 读者 可 以 参 圆 
[1 或 其 它 文献 . 

最 后 我 们 指出 ,在 m == 0 时 T uu 空间 与 Tia 空间 也 有 本 质 
上 的 差别 。 比如 T, 的 维 数 可 能 是 奇数 , 因而 不 可 能 把 它 看 成 
复 流 形 ， 单 从 这 一 点 就 可 以 看 出 , BAR Toan DALRA R 
解析 理论 ， 但 对 于 To. 空间 说 来 ， 其 复 解析 理论 与 了 空间 有 同 
样 丰富 的 内 容 . 

* * * * 

A. 前 三 章 中 所 讲 的 基本 结果 应 归于 O. Teichmiller' 他 的 著名 文章 
发 表 于 30 年 代 末 及 40 年代 初 ,但 这 些 文章 当时 并 没有 引起 人 们 的 重视 与 承 
A. 这 种 和 情况 一 直到 Ahlter 的 文章 [2] (1954) 发 表 之 后 才 告 结束 。 Ahtto- 
到 的 文章 促使 人 们 用 积极 的 态度 去 理解 与 消化 Teichmüller 的 思想 。1960 年 
Ders (11) 用 现 人 长 的 诺言 重新 整理 Teichouilier 的 证 明 。 在 Ahllors 与 Bere 
的 带动 与 影响 下 , 在 60 年 代 之 后 有 不 少 人 《【 见 书 末 所 列 的 文献 ) 对 于 Tc- 
chmiller 空间 及 与 其 有 关 的 Klein. PRH, 进行 了 广泛 而 深入 的 研究 ,区 为 
捍 复 变 理光 最 活跃 的 一 个 分 支 ? 井 吸引 着 其 它 领 域 的 数学 家 们 的 兴起。 关于 
TORRE E C, 请 见 shltors 在 赫尔辛基 世界 数学 家 大 会 上 的 一 小 寺 报 
告 “ 拟 共 形 映射 。Klein EERI Teichmaller 空间 ”( 见 文献 16] 或 科学 院 数学 
所 编 的 < 数学 译 林 ” 1978 年 第 2 期 )， 更 新 一 点 的 综合 介绍 有 Pers [20]. 

注 2。Teichmiller 的 存在 性 定理 现在 已 有 了 许多 新 的 证 明 ， 如 Hamil- 
um [39] 与 KJashkal (52]. Hamiltan 的 工作 [39] 给 出 了 一 般 曲面 上 极 值 
映射 的 复 特征 的 必要 条 人 忻 ， 为 开 Rieman 曲面 上 极 值 问 是 的 赋 究 里 定 了 基 
TH. Klushkal 系统 地 发 展 了 拟 共 形 峡 射 的 变 分 方法 ,并 把 它 用 来 册 究 各 种 极 
值 问题 。 在 这 方面 有 兴趣 的 读者 可 去 倍 读 他 的 专著 [53 l. 

TeichiwBller 的 唯一 性 定理 没有 新 的 证 明 ， 现 有 的 证 明 本 质 上 都 是 属于 
Feichmāller KARI. 

注 3， 半 纯 二 次 微分 在 Teichmüller yg ge AJi t h fat (E e f OBS E 


EB 


都 起 将 重要 的 作用 .在 Tsichmalie 把 它 引入 到 极 值 问 题 中 来 以 后 ,Jeakies 与 
Siebel 分 别 作 了 进一步 浴 人 的 研究 ，jenkins 的 研究 是 为 了 讨论 单 叶 函数 疝 
题 ? 而 Strebel 的 研究 是 为 了 讨论 具有 给 定 边 界 对 应 的 氢 共 形 映射 的 级 值 阿 题 
《参见 [44]，[75])， 

EA, Teichmülls YHH Rieman 则 面 长 讲 谱 有 密 浪 的 关系 ， 这 一 点 
已 在 Wolpe 引 理 中 看 出 。 利 用 Reman 曲 而 长 罕 谱 同样 可 以 给 出 Tei- 
chmitier 空间 的 一 种 度量 ， 这 种 度 蜡 的 好 处 在 于 它 的 定义 有 明明 的 几 A E 
Xo 并 且 不 依 是 于 氢 共 形 映射 。1972 年 sormli e ELCHE RE EERE 
#t T Teichináller EE [78] ) 1975 年 他 证 明了 对 于 7《 即 奈 面 的 Teichrailfer 
空间 ) 这 其 对 的 , 排 再 一 次 提出 对 于 TiO) 是 否 也 成 立 的 问题 ([79]). 工 
作 [58] 完全 肯定 他 回答 了 这 个 向 是 

ES, 1959 5p S.Kravez [51] 研究 了 Ts 空间 的 几何 。 他 证 明了 在 Te 
ihmüller BERE T, T,(g 1) 空间 是 aema 意义 的 直 空 间 ， 前 单 地 说 ,过 
任意 两 点 都 有 一 条 直线 《〈 实 轴 到 Ti 空间 的 保 切 像 ), 而 这 条 直 级 是 唯一 的 过 
XLI DURER, 

Kawu 在 他 的 文章 中 宜 称 证 明了 T, 空间 在 下 述 意义 下 是 负 曲率 的 : 任 
意 三 角形 人 边 为 直线 让) 的 两 三 中 点 的 距离 小 于 底 边 长 总 的 一 半 , 并 应 用 这 个 
嬉 论 解 亿 了 一 个 拓扑 上 的 问题 . 后 采 人 们 发 现 他 的 文章 是 锚 的 。 1975 年 
Maa X AS PIE SR T T, 空间 其 负 山 率 的 结论 。 Mawr 的 工作 基于 Jeakias- 
Suebet. 微分 ([591》。 
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第 七 一 章 Ben GARA GET 


我 们 已 经 证 明了 T: > 1) 空间 同 吓 于 6-6 缘 欧 氏 空间 中 
的 单位 球 ， 尽 管 我 代 可 以 把 这 个 单位 球 看 作 是 CD 中 的 一 个 区 
域 , 并 由 此 治 出 Ts 安 间 的 一 个 复 结构 。 然 而 这 样 得 到 的 复 结 购 不 
是 自然 的 , 它 依赖 于 原点 的 选 双 旧 其 它 许多 人 为 的 因素 . 

T, 空间 移 自 然 移 复 结构 首先 志 Ahlfors 给 出 .后 来 Bees 用 批 
共 形 抉 射 的 方 蒜 证 明了 T,(g > 0) 空间 可 以 全 纯 嵌 人 到 Conn 
中 的 一 个 有 界 域 . 

不 章 的 主要 内 容 是 介绍 Bes 的 方法 与 结果 
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331 T, 空间 的 几 个 模型 


WS BETER gr 1) 的 曲面 ， 又 设 CH n 是 S, 的 
万 有 获 盖 曲面 。Go(Fucts Ë) ERS E Agt. 

W (s, D) 是 一 个 标记 星 面 ,7 是 fs 一 5 HUE RETO, BO 
1 E: f IME SF, R f E $ 

IQ) =, F0) = 1, fte) = co. 
Wei. HART 
"o = pla), Ve€ H, v € Gy, | au 
laka < L 

我 们 用 AC) den EX bs G31) 的 有 界 可 
疯 函 数 的 集合 。 那么 ,每 个 标记 曲面 都 对 应 三 Ala) 中 的 一 个 
Era 

B GL) SG P) 60r. MWA cr CO) 中 的 两 个 下 应 的 函 
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elrle)) 


Ë a= p 5p = ae 有 什么 关系 呢 ? HUETALB SQ. D ECL) 
等 价 的 充 要 条 件 是 
RR = Pin. (33.2) 
(Ii Gi f th XC SECO DUREE tl il E Yr vif ELSE — 9] 38 — Fuchs 
群 对 应 的 曲面 都 成 立 ,特别 地 ,对 非 例 外 的 (8g, n) 型 曲面 成 立 ， 这 
一 点 可 由 前 面 证 明 这 个 结论 的 过 程 看 出 .) 
LE NP rs 

ple) = (2), z€ L. (33.3) 
对 称 延 拓 到 下 半 平 面 二 这 时 在 全 平面 上 以 # 为 复 特 征 的 并 满足 
规范 条 件 的 拟 共 形 喘 射 被 记 为 尹 . 虫 闫 的 对 称 性 很 容易 推出 IH 
是 上 半 平 面 到 自身 的 脆 射 。 塘 耻 这 个 记 法 。 我 们 有 

i= flH, ?= fH, 
+E (33.2) 可 写成 


PIR = PIR (33.4) 
这 就 是 说 , (S, J) 5G P) 等 价 , 则 它们 所 对 应 的 ”与 a 应 满足 
关系 (33.4)， 反 之 亦 然 。 因 此 , 我 们 很 自然 地 把 满足 (33.4) 的 
£u RASM HA au. 

XH. TOR) 中 的 每 一 点 [5, 1] 都 对 应 于 “的 一 个 等 价 类 
inl. 如 果 我 们 再 证 明了 每 一 个 等 价 类 LA 都 有 一 个 点 [S， 用 与 
之 对 应 ,那么 我 们 就 可 以 用 AGS 作为 TUS) 的 一 个 模型 . 

设 we (G) 是 任意 给 定 的 一 个 函数 ， 那 么 for(Y € G) 
与 # 都 是 Beltrami 方程 

w = pôv, z EH 
的 解 ， 于 是 由 相似 原理 ， 存 在 一 个 上 半 平 面 上 的 全 绝 函数 p, E 
得 ioy = pa 加 ， 也 即 


g= jaraj) 
REREH, forF)" 是 共 形 映射 。 由 于 它 是 好 到 自身 的 映 
射 ,所 以 它 一 定 是 分 式 线性 变换 ， 
PEAH, (aroy :YE G} 构成 了 一 个 与 G. 同 构 的 分 
式 线性 变换 群 。 这 个 群 记 为 C, 并 称 为 G, 的 形变 ， 


(6 


Cu 的 每 一 个 形变 C* 都 是 一 个 Fuch 群 ,而 且 由 于 G, 是 第 一 
889, G^ 也 是 第 一 类 的 . 

我 们 考虑 S= H/G°, 这 时 产 可 以 投影 为 % 一 3 的 一 个 拟 
共 形 映射 , 记 之 为 f。 那 么 ,按照 前 面 的 定义 , (5*, 1) 就 对 应 于 给 
定 的 x。 因此 ,标记 曲面 到 (Go》 的 对 应 是 映 满 的 。7T(56) 可 
以 与 (Go)/ ~ 建立 一 个 满 的 一 一 对 应 . 

T(S) 的 另 一 个 模型 就 是 G. 到 G^ 的 同 构 对 应 所 组 成 的 集 


合 
T(G.) = {Xa: Ga > G", pE A (Gah (33.5) 
其 中 如 是 同 构 对 应 v Ime forol fe), 
现在 我 们 来 证 明 T(S) 与 T(G.) 有 一 个 映 满 的 一 一 对 应 , 事 
实 上 只 要 证 明 对 应 


[a] Xa (33.6) 

是 一 一 的 就 足够 了 - 
首先 应 该 说 明 [ali X。 的 定义 的 合理 性 ， 也 即 Xe 应 不 依 
W F e Ue. di n n. PARRE edu on GRAM 
(33.4), 因而 在 实 轴 上 Pero Hj orog ARERIA 


界 值 .立即 推出 
P'oro(f^) = P'oro(f )"^, Vr € Go 
也 即 zx, = X... 
其 次 证 绷 对 应 [uli Xa 是 一 一 的 . W [a] Dou], 那么 


I4 R = pa | R. (33.7) 
假若 X. = Xas MA 
fhoyo(f^)* = fhors(f^)", Vr € Go 
对 等 式 双方 作 次 复合 即 得 
farto pay = f^oyto(f)^, NY € Ga. 
Q 2-000, oT E yto(f0)^ ET v ARA z€ R 
Ufot. 因此 ,对 于 G. 09 fk TECH UE SURE P DAR A z 86 
有 


Pila) = f^(a). 
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这 样 的 * 的 全 体 在 只 LEARN, 因而 Pa 5 jh 在 实 轴 上 有 相同 
边界 值 ， 这 与 (33.7) PE. iXMEVEBIT X, > X¿, 从 而 证 明了 
TCS) 5 TCG) 之 间 的 对 应 Lali Xa 是 一 一 的 . 
从 这 个 讨论 中 可 以 看 出 ，T(S4) 中 的 每 一 个 点 [S, F1 由 了 的 
规范 化 提升 ?在 实名 上 的 限制 匠 哗 一 确定 。 因 此 ,也 可 以 把 
MIR: pe (G) (33.8) 
作为 Tue 的 异型. 
像 过 去 一 样 我 们 记 如 是 E 到 自身 的 拟 共 形 映 射 ， 注 足 规范 
条 件 
fa(0) = 0, fL) =l, faCo0) 一 00, 
并 且 其 复 特征 在 上 半 平 面 为 给 定 的 函数 x 在 下 半 平 面 为 0. 在 这 
样 的 记 法 下 ,我 们 有 
引 理 33.4 设 pm 与 m 是 半 平 面 上 的 两 个 有 界 可 测 济 数 ， 
lale «1, lll. < 1!。 则 等 式 
fA|R = f^|R (33.9) 


成 立 的 充 要 条 件 是 
f R = fa R. (33.10) 
Xx. fE (33.3) 成 立 ,我 们 证 明 (33.10)。 4r 
(jaj ofi, z€ H; 
z) = C z€ L, 
其 中 上 表示 下 半 平 面 。 则 & 是 C 到 自身 的 拟 共 形 映射 。 X 
AQ) = faog G0. DU 2 一 As) 满足 Beltrami 方程 : 
Oe = uu, z€ H; 
而 在 下 半 平 面 上 ，w 一 4a) RUE. 因为 如, 在 工 上 是 共 形 
We. 此 外 ，w 一 hi 显然 主 足 规范 条 御 -。 MU, BEE 
4GD = de,la), tB 
fog (z) = fa G0, Vz € €, 
特别 地 ， 加 cg IR 一 fR. 注意 到 & 在 实 轴 上 是 重度 映 香 ， 即 
得 到 (33.10). 
反 过 来 , 现在 息 定 (33.10) 成 立 , 证 明 (33.9) 成 立 。 由 于 加 


* 2567 


5 fo, tp ohh E BRI ME BIDS fno C11) 5 fuo Cy 把 上 
ESERdEERBIRUUDUE, 2-H, HF b. 5f 在 上 半 平 面 上 
有 祖 同 的 复 特征 :所 以 fa o (P) 在 上 半 平 面 上 是 共 形 的 ， 向 理 : 
feo) 也 是 如 此 。 再 注意 到 fa. P^ 的 规范 性 条 件 , 可 知 fuo 
(P) RRO 1, co 不 起， 当然 in) E AEE 
上 半 平 面 上 fee)" 与 fo 是 同一 个 共 形 了 映射 。 特别 
地 , 它 在 实 轴 上 到 相同 的 值 , 即 
Ta of) IR fao (07 LRL 

而 fa, 5 fa, 在 只 上 权 相 局 的 值 : 立 了 推出 《33.9)， 证 毕 ， 

由 这 个 引 理 可 知 ， 可 以 霜 lR RER PUR Feo TUS) x gl 
中 点 的 代表 ， 由 于 f 在 下 半 平 面 是 共 形 的 ,所 以 单 叶 函数 产 民 与 
hR EHER. 总 之 ,我 们 又 可 把 

人 :ae ECG) 

作为 TO) 或 T(G) 的 一 个 模型 ， 


33.2 Fuchs tfj Teichmüller 空间 


我 们 把 上 半 平 面 召 上 满足 (33.1) WAR TWAA AKAR 
于 G, 的 Beltrami 向 分 ， 任 章 给 定 关于 Go 的 一 个 Beltrami B 
分 ， 则 Gs 有 一 个 相应 的 形变 G*, 并 有 一 个 Go 到 G^ 的 同 构 对 应 

Xay > Poro 

前 面 的 讨论 表明 , 全 体 这 样 的 习 构 所 组 成 的 集合 T(G), E 
H G, 是 一 个 亏 格 >l RAA S. Ef, E TOS) 有 一 个 双方 的 一 
一 对 应 . 

现在 ,如 果 我 们 不 是 从 曲面 Sm 好/ G, HR, 而 是 从 群 Ge 出 
B, HARRE HG AREH, 甚至 也 不 限定 Ge 是 第 一 类 
Fuchs R, SRE G, 是 一 个 Fuchs 群 或 保持 上 半 平 面 的 初等 群 ， 
这 时 我 们 同样 可 以 定义 它 的 Beltrami $C, 变形 以 及 TUG). R 
匀称 了 Go) 为 Go 的 Xeichmáller 空间 ， 

TR, TCG X TCS) 的 一 个 定然 推广 - 

特别 地 ， 当 G, 只 包含 一 个 单位 元 素 时 ， 任 何 一 个 函数 s 


“257。 


lade < 1, BE Gy 的 Bdtrami jr. 而 这 时 Al) ERE 
821 中 定义 的 Z, TUS) 就 是 那里 的 万 有 Teichmiller 空间 T, 


333 Bers 媒人 的 定义 


现在 我 们 仍然 假定 Ge 是 相应 于 亏 格 8 > 1HE Riemann BF 
Ti S, 的 Fuchs BR. 我 们 已 经 知道 ,了 (54) TUA FERMER 
BAHAN 
{fal L: ne ot CO) 
作为 它 的 模型 ， 命 
pa = Sputs 
其 中 5 表示 Schwarz 导数 ， 并 用 lod 表示 p. 在 下 半 平 面 的 范 
5 
Np 一 upi ixl Vest). 
由 po IC ih bb al, 
los < 3/2. 
Bor s TUN s] 
gil pi e pr Su. 
把 Teichmüller Z PARAMAR Banach 空间 ACL) (定义 见 
421.3) 中 的 一 个 球 肉 ， 这 个 映射 在 研究 万 有 Teichmuler 空间 中 
就 考虑 过 . 但是， 现在 的 # 不 是 任意 的 可 测 范 数 ,而 是 与 群 G. 有 
X. 所 以 我 们 应 该 比 万 有 Teichmüller 空间 得 到 更 多 的 信息 、 
对 于 任意 一 个 ke -AKCGo)， 不 难看 出 
z, = fíoro]z 
是 分 式 线性 变换 .由 Schwarz GRIPER, RIIA 
Pa = Sr oj, Spor 
= Gor)? 
一 (puor)r^, Vr € Go, 
这 表明 p. da) 关于 群 G, 满足 一 种 自 守 关系 。 我 们 称 pude! 为 关 
于 G 的 一 个 二 次 德 分 ， 一 般 旬 说; 若 G, 是 一 个 Fuchs Bf. WE 
满足 关系 式 
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pla) = pr (2), Vr € o, set, 
并 在 L 上 全 纯 微 分 pde! 为 关于 Ge 的 一 个 二 次 微分 .全 体 这 
种 二 次 微分 中 使 得 
le 一 supl or?! <æ (y = Ime) 

IR BUB ORC A io fe 9(G. L). UL lot 20 Q(G, L) 
就 构成 了 一 个 Banach 空间 。 显然, 它 是 AL) 的 一 个 子 集 合 .。 

现在 我 们 仍然 假定 Ga JÈ Sa 对 应 的 Puchs HE, RATE TOS) 
中 的 点 看 作 是 关于 Cu 的 Bcltrami 微分 的 等 价 类 Lal. RAN 

qiu sm Su 

称 为 Bers HOA. CE T(50) 映 入 到 9(Gu L) 之 中 ,并 成 为 其 
中 的 有 界 集合 . 


33.4 Bere 媒人 定理 


现在 我 们 进一步 证 明 多 是 连续 映射 ,而 像 集合 是 一 个 区 域 ( 连 
iB ERO. 

当 我 们 用 C8] AR TCSO 中 的 点 时 ,7(So) 中 任意 两 点 的 Te- 
ichmüller 虐 离 可 写成 如 下 形式 


ad | 
4r il, D) = Ç log [inf = Fi 
gc == _ 
这 个 公式 的 推导 完全 与 (21.4) 相同 . 
318332 Tj YE BEI. 
证 WU 5 [v] TOY 中 的 任意 两 个 点 ， 那 么 ， 
las — pal = IS rogna 


又 根据 引 理 21.1, 


一 
lactus < 3 =l ` 
pple 


ER az([a], ET) < 5/2 RAJTE C] 5 Col 的 等 价 
类 中 选择 适当 的 上 与 ”使 得 
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ere PES 
1— 5p 


这 就 是 说 ,我 们 正明 了 
4d, D) < 8/2 9 ds gl. 


即 证 明了 加 的 连续 性 .证 毕 . 

Bi AERE 5 TS) 的 约 连 通 狂 立即 推出 mCTCSD) ER. 
Xam. 

引 理 33.3 g([0]) E &(TCS)) 的 内 点 - 

证 .点 [0] Rer em 0 SmE, Am g([0]) — 9, Fl 
OlGa L) 的 处 处 为 零 的 微分 事实 上 ， 当 4 二 了 时 , h ==, 
Pe = 0. 

为 了 证 明 m([0]) Æ gt 7(S,)》 是 内 点 ,我 们 证 明 任 意 一 个 
@& Q(G, L), RE [e —9| 1/2, M gem(TCS). 

设 wi 与 ww 是 方程 式 


"^ l 
wi T = 0 
29?" 


« 
-< 十 


1 1 4 
一 < 一 — 1). 
e 


的 两 个 解 ， 且 满足 条 人 忻 wiws 一 wuei U. 根据 过 去 对 Schwarz 
导数 的 讨论 可 知 : 
Sev. 
4 t ibm, 则 
Iss = el «12. 
EEKE 4 F1 I EEREE LE REHDUEGT YS SUAE, (EE VR 
定义 在 工 内 的 ,所 以 风 是 工 为 的 单 叶 解析 函数 . ) 根据 4 20 中 的 结 
5. 由 的 拟 夫 形 延 拓 的 复 特征 可 以 取 为 " 
Pa) = —iyq(s), e — x + iye H. 

显然 。 只 要 我 们 证 明了 MEAG) WELT. AABE A 

与 人 只 差 一 个 分 式 线 注 变 括 ,而 分 式 线性 变换 不 孔 变 Schwarz SE 


1) RER 20.3 的 证 明 ， 只 要 指 其 中 的 批 夫 形 反射 8 SX X F£ T) F zz 
see 即 可 。 
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HANE, BRIT 
Siu => S. = m. 
这 就 推出 中 = px € g(T(S))). 
现在 证 明 a6 lG) 首先, 我 们 有 
[als = 2p! < t 
其 次 ,对 于 任意 一 个 Ye G, 


Ger E = — (ta rye) EOD 


= —2(lar (z) Yp) |7 (z) 1 
= 2e» = ala), 

H uE G) 引 理 证 毕 . 

引 理 33.4 (Earle) i& ^ € E E E H E BIST, B 
lebe «1. BH vac Sie 是 Q(Go L) 的 元 素 的 充 要 条 件 是 

Fore(fr) 4 R(V7 € Ga) 

是 分 式 线性 变换 . 

证 。 先 证 充分 狂 ， 设 Pero) IR 是 分 式 线性 变换 4. HJ 
* LO) 上 有 

fazvofz! = fae(fey * okofrofz, 

XT EX Eon fL) E Ht TERE EUH) 为 全 纯 , 从 而 使 得 
pores su EVI LB 这 样 ， 它 是 一 个 分 式 线性 变换 . 

由 此 推出 

Syon, 7 Su, Vr š Go. (33.11) 
但 县 ,根据 Schwarz 导数 的 性 质 ,我 们 又 有 
Syene = (Sor Y", 
FA, 
Cyn)?" = Siu, Vr € Gs, 

HBI o, € QCGu E). 

反 过 来 ， 现 在 假定 e. Sya EOC 5), RANEH jore 
(7| R. 是 分 式 线性 变换 《对 于 一 切 的 7 《60). p, € AGa L) 
ARE (33.1) Az, 而 这 意味 车 fez|L m koll EL, 4 是 一 个 分 
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式 线性 变换 ,也 邮 faovofzt 在 CL) 上 是 分 式 线性 变换 ， 另 众 一 
方面 ,在 实 轴 上 有 
Poroy = frofrtohof a (y. 
这 个 等 式 右 端 是 上 半 平 面 的 共 形 映射 , 且 保 持 . 上 半 平 面 不 变 , 因 此 
在 工 半 平面 是 分 式 线 此 变换， 特别 多 ， 寺 式 右 端 在 实 轴 上 是 分 式 
线性 变换 .和 庄 此 推出 Forog wet. EE. 
定理 33.1 (Bere). g(T(SO) & — EMRE. 
证 .连通 给 已 由 引 理 33.2 及 TS) 的 连通 性 于 保证 ， 现 在 只 
须要 证 钥 PT) 是 一 个 开 集 。 
dE gu 是 和 (TL56)) 中 任意 取 定 的 一 点 ，me 4 (60), 这 时 
Hs 定义 了 一 个 变 痪 
X: pa > us 
其 中 aeo (定义 见 $21), 1 是 眼 据 下 列 关 系 式 确定 的 : 
f — Pogay 
若 p, p. M| PIR — PIR. Kk, 
fo(P2) | R = Polfa), R, 
我 们 假定 1 与 4 分别 是 PGT 与 Pro 的 复 特征 ， 上 
式 可 写 为 


PIR = fR. 
AEE 
LIR = (AR. 
因而 alL = ilL, BP p; = pr. BREN Upd =p), 
出 此 可 见 , 蕊 的 定义 是 合理 的 。 没 有 二 义 性 ; 也 就 是 说 ,qe KRK 
IC P 03818, 
RR X RAER HLE on 变 成 0 点 ( 即 p 0), 
MEWE y ER Uk 


dpa, — Pall > 0 le — co). 


那么 
his, a rua — 0 (a — eo). 


Wf. LK GMGURERASH, AIL) RTEA 由 定理 20.3 可 
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知 ,存在 一 个 eR) 0 Kn, 使 得 
fiL = fagota" L 
且 当 万 分 大 时 有 
Ilo <s, UO. 

显然 ,我 们 可 以 在 =, 的 等 价 类 中 选取 适当 的 8, 使 得 如 ,一 fo od 
在 全 平面 上 成 立 ， 我 们 不 妨 设 原来 的 m 就 有 这 样 的 性 质 。 这 时 ， 
= |a=] 
Ide = |=] 


因此 ， 对 于 这 样 取 的 m das — ela — 06(2— 00). & ow — 
X(é94,), Pi = XPa), lj 
li, — eil = M5 an los. 
根据 定理 21.1 有 
IS. las < 31e; 
XE v, RE hof 的 复 特征 .但 是 ,根据 定义 ， 
Pap fi e Fagtha fola — fa ofa" 
所 以 ，5。 就 是 ve 我 们 已 经 证 明了 lvl — 0 (a — 00), 因此 ， 
lpi, — pai — 0 (n — œ). 这 就 证 明了 xX 的 连续 性 . 
现在 我 们 讨论 x 在 2(G。 L) ERA.. 
首先 , 若 preO(Go L), M Xlpa)e Q(G^, L), Ki G^ 
是 G+ 的 形变 : 
G= (Jere (fe) :YY € G). 
事实 上 ， 对 于 OO" 中 任意 一 个 元 素 了 一 fort), RITE 
f'of«(f)" = ore (e), (3342) 
其 中 1 是 XOp)-— p, GER. 1818528 33.4 及 e, € 8(Go, L) 
BIA, (33.12) 右 方 对 一 切 v € G, 都 在 实 轴 上 是 分 式 线性 变换 .由 
此 推出 , (3312) 089 723 TEC RR EE ERE ? € 6. 都 是 分 式 线 狂 变 
换 ， 再 一 次 应 用 引 理 33.4, 即 推出 qu € lG“ L). 
其 次 ,我 们 注意 到 xX™ 可 以 按照 下 述 方式 定义 :X77 pie pas 


. 1) 前 面 的 讨论 中 只 要 求 pE, idR B ZR p 6 (o). 所 以 大 实际 上 是 万 有 
Teichmüller i& E98. 
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ith a EREI 依 下 烈 关系 式 决定 : 
Ff 
我 们 可 将 这 一 关系 式 写 成 
PP 
Aha, Rf HEURE, — 由 此 可 见 X 在 形式 上 完全 与 
X 一 致 。 因 此 , X^ 也 是 连续 的 ， 并 且 每 一 个 pE G, L) 都 
Ax RRE. 

总 之 我们 证 明 XIO(G. L) 是 Q(Gs L) 到 OCG", L) 
的 同 胚 。 

ig s= H/C", W| x(g(T(S))) = p(T(S")), MAX 
把 pm 变 成 0, BD T(S^O WAATI TAR BESA 33.3, 
34A y(T(S")) 中 是 内 点 。 HX BUR REVUE RIAM, qu 是 
WO) 的 内 点 ， 定 理 证 毕 . 

以 上 我 们 证 明了 TCR) AEF 9(G。 L) 中 的 一 个 有 界 域 . 
但 是 ，2(Go L) 实际 上 是 曲面 工 /G。 上 的 全 纯 二 次 微分 的 提升 
的 全 体 , 所 以 (Gu L) 是 一 个 3g 一 3 维 复 域 上 的 线性 空间 ， 取 
9{Gos L) 的 一 组 基 quiis pus. HAS TOS) 的 Bers RA 
f y(T(S)》 中 的 任何 一 点 px 部 可 以 表示 为 

Qa = tQ, 十 二 fs pe 
这 样 复数 坐标 《4,……, t.a) 就 可 以 相应 地 作为 TOS) 中 的 点 的 
复 参 数 . 

这 组 复 参 数 使 志 格 为 g(g > 1) 的 Rieman 曲面 构成 一 个 

全 纯 族 。 这 是 下 一 节 要 证 的 事实 - 


$34 Bers 纤维 空间 
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依照 Kodaira 与 Spencer, [E] Riemann 曲面 的 全 纯 族 定义 如 
‘F: 

设 了 是 一 个 0 十 D 继 复 流 形 ， 而 好 是 一 个 = 维 复 流 形 ， 若 


TTE 


有 一 个 到 Mt 的 满 的 全 纯 映 射 x:P — M， 满 足下 烈 条件 : 

G) = 的 向 分 处 处 是 一 个 注射 

(D S qUESBDEREES: 

(ii) Sg r€ M. ERRE z (z) 是 一 个 闭 的 Riemann fh 
fi. CV, M. z) 被 称 作 构 成 了 财 Rieman 曲面 的 全 纯 族 . 

3e fa (C125 BERERE BI — r 6955 Rt X REO e SU 

ROMS TOS) 在 Bes RATH eCT(S)) 记 作 了 co。 对 
于 每 一 个 《Tc， 则 存在 一 个 ke (GJ) BB e= o, 并 
且 有 一 个 区 域 EUM) 与 中 相对 应 。 这 个 区 式 是 一 个 拟 苛 ， 它 不 
ERT nM uH PRE BECIA De. 

此 外 ,对 于 每 一 个 q 一 p, € Tc,， 还 有 一 个 唯一 确定 的 Fuchs 
BE fod2. LA Cr 

显然 ，D。/G。 就 代表 蔷 史 所 对 应 的 TCS) 的 点 的 Riemann 
Hm. 

我 们 定义 

F(G) = (Cp, rip € To, z€ De} 
站 定义 群 dE FLGo) 上 的 作用 是 
lps 2) = (o, v,(2)), Vr € Go 
其 中 
Te ™ frorofa € Co Q = Pre 

我 们 考虑 商 空间 V G) = F(Go)/ G. RAHE (p, 2) p 
诱导 了 U(G)— Ta, &)— HERE <. it alp) 就 是 DIG, 

F(G) 被 称 为 Bers 纤维 空间 - 

我 们 将 证 明 (P(G,), Tas z) Exe. 
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为 了 证 明 (V( G), Ta, z) 是 全 纯 族 ,首先 应 该 说 明 C) — 
FUGO/G ^ de — RAWE. k-— a SEE BH G Æ FCG) 
上 的 活用 是 全 断 的 就 足够 了 。 为 此 目的 ,我 们 以 下 证 阴 : 对 于 任意 
—R (Pn za) EFG) FEAREN, M ONNAN 一 由 
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对 于 一 场 非 单 位 元 素 ré G, RU BEE, 如 果 此 事 不 或 立 , 则 
存在 (gs z,) € F(G.) E r, € G, — iit, (rl a, -— z (n0) 
B 

Tape 2a) > (Tho, za) (n — 00), 
ES 

Pas Cru Czn)! — (qus ze) (n — 003, 

其 中 

nS, 一 fan Ta tzi Pa 一 S, be 
Pa > po Wh ETE u, 满足 下 述 条 件 

Te» — pala — 0 (0-909), pa = Sp, jea 
由 这 一 点 又 推出 ;在 C 内 任意 用 售 上 fa, 一 致 收效 于 加. 因此 ,我 
们 有 
Cru (n —> m (n — oo). 

注意 到 z, — za (n — eo), 由 上 式 推出 ,对 z EENEN U, 
ELE ki, 

(GG Us é, rE G, — U, 
这 与 Fuchs PE G,, 的 间断 此 矛盾 【注意 G,, 中 没有 杭 癌 型 元 素 ). 
这 样 我 们 证 明了 G, 在 FCG) F EIUS. 

现在 我 们 来 说 明 VG) 是 38 一 2 维 复 流 形 . 我 们 用 Cos z] 
来 代表 PC) .中 的 点 ， 它 实际 上 是 F(G) 中 全 体 与 (m, z) 等 
价 ( 关 于 GO 的 点 的 集合 ， 设 [yo n) 是 KG) 中 任意 一 点 ， 我 
们 你 据 它 的 代表 (po mm) 来 给 出 它 的 局 部 参数 ， 对 于 起 (po sJ, 
存在 一 个 分 域 NC FUGO, 使 得 (q. 20€ N, B. 
Y(IN)IN = $, Vr€ Go — {i}. 
这 也 就 是 说 ,集合 六 与 N 一 (Lo, z]: (p, z) € N) 可 以 建立 一 一 
H (p, r)i Eg, z]. 这样 ， 我 们 可 以 用 点 《pz) EWAN 
中 的 局 部 参数 
Kis tts yas E) 

作为 点 lps =] YEN IRAE, AE Ge na EPE 
O(G,L) HAE Ports P-a F vh 
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barba. BERA lo, z] 从 木 同 的 邻 域内 获得 不 同 的 局 部 参 
数 , 那 么 ,这 两 组 参数 的 前 38 一 3 TBI, ， 而 最 后 一 个 不 同 , 并 有 
RRA L= Yolx) .这样 ,为 了 说 明 VC) 在 这 样 的 参数 下 构成 
复 流 形 ,应 该 涪 明 T= rol) Æ$ Unitn nas z) HEARR. 
R z 的 全 纯 伺 是 显然 的 ,只 须 证 明 它 是 U < j < 3g — 3) K 
全 纯 函 数 ,- 这 里 不 详细 验证 这 一 点 ;只 是 指出 它 敌 干 下 列 的 事实 : 
着 复 特征 中 有 若干 个 复 参 数 , 并 且 复 特征 是 它们 的 全 总 狙 数 , 则 内 
有 这 个 复 特征 的 视 范 化 拟 共 形 映射 全 纯 依 燥 于 这 些 复 参数 。 这 个 
事实 可 白 表 示 定 吾 推 出 . 

在 上 述 参 数 下 ,显然 投影 = 的 局 部 表示 可 写 为 Utti fig- 
2) Chatta tui). HETA z BRAN. 

对 于 任意 一 个 $€ To, 

zig) = (p, 21:2 € Do}. 

RE lp z] BEL, EP 固定 的 条 件 下 , Io, 21 实际 上 就 是 D, 
中 的 点 关于 G, 的 等 价 点 类 ,好 (p) 一 Dy Go. 

总 结 上 面 已 证 得 的 结果 ,我 们 有 

定理 34.1 (Bere) F(G) 是 一 个 38 一 2 RME, C 是 
FCC) EB Af esEIBRBIS BR. 商 空 间 VC) 一 FCG2)/6; 
E—T3 —28 IE. F(G,) 到 To, 的 投影 (os 2) 9 E 
导 了 全 绅 投影 : 


z: VLG) — Ta, 

使 得 = (p) EBI Riemann dif Dw。 

ER, (PLG), Tas z) 是 Kodaira-Spencer EUF KEHE 
R. 

* * * * 

XE. Ben 嵌入 的 结论 也 适 月 于 Tua ZA, KEERA 16 — 3 + a. 

T, Gi] E ML Tea 空间， 作为 复 流 形 已 被 广泛 二 研究 ， 全 如。 
Bers 与 Ehraprás 证 级 了 T, 是 一 个 全 统 域 《[21]), 又 恕 Roydea 证 明了 
当 dim (Y,,)21 BICI C2, 0) (1, 1284), Fe EY SE E A 
性 域 ([70]). 


. 252° 


k2, Royden 的 工作 [69] 是 有 重要 意义 的 ， 他 证 明了 ，74.。 空 间作 为 
AWEH Kobayashi MAF Teichmüller 度量 ,这 表明 由 极 值 拟 共 
形 映射 定义 的 reichmaller 度量 是 一 种 自然 度量 . 

自前 我 们 尚 不 知道 Teus 的 Carathtodary 度量 是 否 重 台 于 Teichmüller 
度量 ,我 们 只 知道 它 是 完备 的 《Esrle [28]). 
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第 十 二 章 ” 开 Riemann 曲面 上 的 极 值 问题 


在 这 一 章 中 ,我 们 将 讨论 两 个 开 Riemann 曲面 之 各 的 拟 共 形 
映射 ， 在 指定 的 模 边界 的 同 伦 类 中 何 时 达到 航 值 ， 与 紧 Riemann 
曲面 的 情况 不 同 ,这 时 的 级 值 映射 不 一 定 是 Teichmüller kti, 也 
不 一 定 是 唯一 的 。 因 此 ， 要 研究 的 中 心 问题 是 在 怎样 的 条 件 下 这 
种 极 值 问题 有 唯一 解 , 并 且 是 Teichmüller 映射 . 


$35 AAEH Teichmüller 映射 


35.4 二 次 微分 的 边界 性 舌 


像 过 去 一 样 我 们 用 和 表示 单位 陪 盘 , 设 P 是 和 内 的 一 个 全 纯 
函数 ， 那 么 一 p(z)42 就 是 入内 的 一 个 全 纯 二 次 人 微分， 显然 ， 
的 一 条 非 临界 轨 线 ( 即 不 趋 于 临界 点 的 轨 线 ) < 总 可 以 分 解 为 两 
条 半 射 线 at 与 er， 共 中 at ERARA P € “开始 沿 着 其 个 方向 
前 进 的 轨 线 ,而 a7 RTE P € a 开 始 沿 相 反方 向 前 进 的 轨 线 ， 这 
里 关心 的 是 与 “的 收 全 性 ,而 ”的 位 置 并 不 重要 ,因此 一 般 不 
标明 起 点 P。 又 因为 at 与 a 是 完全 对 称 的 , 所 以 只 讨论 at 就 够 
了 . : 

我 们 将 曲线 at 用 它 的 四 长 度 s 作 参 数 表 为 : z maf), 0« 
s< s Rat 的 总 长 度 ， 当 a 是 一 条 非 临 界 轨 线 时 ,显然 当 : 一 
s 时 a*(s) 趋 于 A 的 边界 . 

我 们 称 o* 收敛 于 边界 点 “< 3A， 如 果 

es) Cs > sa). 
否则 我 们 称 et 发 散 . 
下 面 的 引 理 是 我 们 讨论 极 值 问题 时 所 必须 的 . 
3[B 35.1 设 o= plhd 是 和 A 内 的 一 个 非 零 全 纯 二 次 艇 
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分 , 且 其 范 数 有 穷 , 妈 - 
lol — ff 1e lists < e, 


刚 w 的 任意 一 条 非 监 界 轨 线 的 射线 at MUAT 94 的 某 点 。 
T. ARo 的 极限 集 , 即 4 是 全 体 这 样 的 点 5: 存在 sé 
(0, 4), 2 一 1，2,-…; 使 得 
f (n 0) B atls) c. 
显然 ，4CaA.。 若 4 不 是 一 个 点 组 成 的 集合 ， 则 4 必定 是 6A 上 
的 一 个 连通 弧 . 


TEHER, R3EUEBH HRAS 
个 点 。 
用 反 证 法 . 假若 4 不 是 一 个 点 ， 而 是 
9A LARM, Bt rhe b RR sx 
L = 65, T, = e, 0x 0, 0, 2n, 
第 得 at(O) 涯 了 一 时 无 限 次 穿越 以 下 
的 矢 径 
Í: = re@:0 < r < 1) 
B osa E dem re < r < I), 
(WE 351) 
另 一 方面 ,注意 到 


( e Ite et) e) < 20 


IN AME 


EO) ff lo(z3!dxdy < >, 
M 


可 以 看 出 ,积分 


mia 


， 
f [eret tdr m n 
^ 


对 于 几乎 所 有 的 $€[0, 22] 成 立 。 这 也 就 表明 对 于 几乎 所有 的 
BELO, 2x], KÆ {2 一 re:0 < r c1) jo EROS THER. 
AE Su m Re Ee Ho Ro EER 6, 55 6, 使 得 


«ime 


f [etre idr oo, L= 1, 2, (35.1) 

Wat 与 矢 径 [a — refi < r < 1) BUE Rk e, i= 

1,2;n—1,2,-..,. 我 们 将 界 于 P S3 me EFIE 

为 rw 并 将 界 于 r?) 与 名 ,之 间 的 子 弧 记 为 0, 显然， 庄 于 a 是 
测 地 线 ， 


eerte 
其 中 n= xp. KARETE r。 递增 ， 由 《35.1) 得 
> j. lete)1a1dz| < oo。 


这 表明 at fo KARASH, H Ah KEH 
|, letal land — 0(a — ooy. 535 
由 《35.1) R (35.2) TUAH EREE 
lz = re <, < 1,08, < 6 < 8) 
KRT Eš 空间 (其 定义 见 [27])， 由 E^ 空间 的 符 质 ,对 于 几乎 扩 


有 的 0 ¿ (0, Al, RR 
i mg(re = ple”) 


>| leitz, 


FE. FEE pl) 一 4【 对 凡 乎 所 有 的 8 € [0,, 9])。 如 其 
不 然 , 则 存在 一 个 保 台 EC, 06] 使 得 
Jolet) 228 2 0, VƏ€ F; ma (F) > 0, 


由 Esoroff 定理 可 知 ,存在 一 个 集合 ECE， 使 得 

me (E — F) < T ma (E, 
B pUe”) ÆR, ERKAT ple”) Q4 r— 1). (ukM— 
来 ， . 

im | lot) és, > at - mes(E) 0, 
这 与 (35.2) FE, RLU o 一 0 对 于 几乎 所 有 的 8 €[8,, 9] 
Wir, ELLE PP dS p = 0, GE SSMBUE IE. GEECRUWIA RE 

HE 


包 全 一 个 点 。 引 理 证 

引 更 35.2 设 “一 GD A AISS TAPER ACT UR 
S, Rome AD, Ma MER-A FERN o AR 
相反 方向 的 射线 不 可 能 收效 于 同一 点 - 

证 。 设 or 与 ar- o ARRIADA. Bnet nam 
REKATA LE aa, ET RON IS L 

lpG)ldedy < o, n <1, 
EL) 
Rit 
fuor «o [| ete >, 


antis cce 
其 中 I 一 (ze A:|z— | = rh, 而 LC) RT og, Rl 
12) = |, letas, 
REFE ra:0 m rs < py 01, 2,-.-. 使 得 
rm 一 0 (n — 00), 
1T, ) — 0 (z — eo), 
iat t3 a £B T, HET 2. 与 zy 并 记 mm 为 < 上 界 于 2 与 
z. DTM CIN DES 4 
le.) < LT, 
BEH (a) 一 0(n — 00), (ER, 
20 dhea) > lala) 
而 1.(a] 二 6， 矛盾， 这 就 证 明了 引 理 . 
以 上 两 个 引 理 说 明了 区 数 有 穷 的 全 纯 二 次 笋 分 的 任意 一 条 非 
临界 执 道 线 痢 在 GA LART. 
58 35.3. id o= pade 是 和 内 的 一 个 非 专 全 纯 二 次 孝 
分 ,其 范 数 是 有 穷 的 。 刚 对 三 任意 一 条 韭 临界 轨 线 a, 过 = 的 两 个 
端点 o5 nIIEBS—RÉAR P CAE TA Tee 
E. 
E. 313]:8 35.2 的 证 明 可 以 看 出 ， 存在 两 组 绕 (III 与 
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aM enr 


UE . 

r= {z6 Aile — bt! mnl. 

TR = {26 Aila — Bl = al. 
使 得 ra — Oln — oo), o, — lam oc), B. 

¿ATU — Ola — 00), TRY — Ha co). 
aTe t a RL A E Rz T. £D 5e, c To oe A8 RE 
Tap Ear. RAT e 5 HUP, MU EOD SD Goa, 又 记 
R. 0 8 ATI RAA ww E w XPI 
l (a,)  L(R,) + 20) + LT). 

4 nop a) < 1.001. ER 


35.2 ”主要 不 等 式 


设 1 与 有 都 是 和 到 自身 的 拟 共 形 映射 。 习 存 边 界 .上 有 相同 的 
fH. X o= pdr 是 和 内 的 一 个 非 零 全 纯 二 次 向 分 ， 和 | < 
c. RIZAKH 六 op， 那么 任 阁 一 条 中 的 非 览 界 轨 线 "< 在 
Fok 下 的 像 记 与 有 相同 的 端点 。 由 引 理 35 3 有 : /jn 人 ay < 
iQ), ER 


MUI <| lald ilasl, — (35) 
IU VEe fata) 
t 4 一 让 eh， 并 记 
A 
ae i C 


Erhr EKFARI. 1.00 在 3 的 可 艇 点 均 存 在 当 我 们 用 
口 的 自然 参数 5 表示 < 时， 
GFA 


Aen) 一 FINE 


其 中 6 一 8(z) 是 wu 的 局 部 自然 参数 , 而 了 是 5 在 自然 参数 下 的 表 


(35.4) 


12 3581 B imar LO LELISCCREIVURE OEKE NR. 
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示 , 上 一 Re, 
XXE. UD. 可 以 表示 为 
|, ealo tldsl, 
因而 (35.3) 变 成 
(vd (ioco. — (355) 
我 们 将 4 中 金 部 a 的 临界 轨 线 控 去 、 所 会 下 的 部 分 就 是 若干 
(ESTEM WER B Eso. RET 2 由 非 临 弄 轴线 所 
布 满 ,而 2, 共 形 等 价 于 《平面 的 一 个 带 形 城 
S= (t= Ein n n e AG) < t< ah 
而 5, 中 的 每 粤 水 平 线段 对 应 于 Z, 的 一 条 水 平 航线 ,5 中 的 每 条 
Ə EBE SET IA- BUR SUR, Lom ¿ + in 是 的 自体 参 
HL Bo. 是 对 应 于 54 HABRA n Dk Ria OU, WA 
feme = || lo idza. 


Ye 


di (35.5) 即 得 
JI ecole < [Í COROLA 


i. 


MRAR RRELA 
[| lp lasar < | 1ce larada. 


根据 定义 ,我 们 有 " 
g= nT an 
Xm peoa 与 batle) 分 别 是 上 在 # 与 处 的 自然 参 
m. ib. 
Aes = PJIP B god) + Bk( go) 


= [p(t 8,g + (Oa) ph pt - |e(a)| “š, 


D ESSSOERELS Xi ACER ELT QURE 
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IMOESE 


LERIA 
J| entier || oto toit 


= 


+ Br Tl PI jzzar。 
应 用 Schwarz 不 等 式 , 又 有 


(FE e azas} 
. " 
4f lect LEL DUE lo(giz)) : fas)! 


+ 


J 


A 


J teel 


从 


p 
9. + 6,ç p N 
T LL aua, . In IVTOMIETT 
lôg — ôg J: 


Pp 
E EO. 
一 人 人 or Jel, ady- «dy 
J [pin 有 j Ipla) dxdy, 
其 中 J, Eep Jacobi 行列 式 。 由 此 推出 
| lc leras < || leco H Ire gigli drdy, 


E 
其 中 a, RE 的 复 特 征 ， 注 意 到 中 一 fol, 我 们 可 以 将 us Fus 
与 ws 表 由 ， 为 方便 起 见 , 我 们 记 eomm arah, x = pa t= 8,17 
9:h， 这 时 有 


"SE £ ter 
fr l + žert 
因此 ， 
IL aye/ el _ (< nr)o/|gl 十 上 十 enr]? 
I— un? | + war]? — |£ t ecl 


= Ill + eel Fell! -1 + ar(gflel) 
x (1 + &g/ |o + egjipt 
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[IE + ef — e mTl] H ent 
++ ud. 
注意 到 上 式 分 母 可 化 为 
A L1 — 7G — 9/0 + + ar 
Or UO +a 22 |) — inp. 
DER 


L+ ael iell* 
1— |a, 


«it reel! e n + eL Ip DO + ap e.) 
Q + epf 1o PAZ FOL — 1810 — Ine 93. 


gk, 
j Od Pe Lt le 


。 册 十 mz(l tw/ ol + rp) PR 
L= lal 
这 个 不 等 式 对 于 一 切 范 考 有 限 的 二 次 微分 都 成 立 ， 通 常 为 了 方 
复 , 将 上 述 不 等 式 中 的 p 换 成 一 p, 即 有 


joi < || ipy) ee 
|: ) 1- fe 
LU se — sel! o DICIT eg] gD dyay 
J — [nl ` 
JRATUSKBUON SERERE 21 CAT Rich 5 Strebel ( 见 [66])， 
它 的 一 个 简化 形式 是 


f| iecotes < Kf lot: HENEN aas. 


1 一 Tep 


在 下 面 有 关 极 值 问题 的 放 论 中 将 显示 这 个 不 等 式 的 重要 作 
用 . 
35.3 具有 给 定 边界 对 应 的 拟 梨 形 映射 的 极 值 问题 

设 4:8A 一 9A E li, ILC T LUTEA fi 


E 


和 一 和 WERE. RABAH a ia AMIER H, 
把 这 个 集 台 记 为 F， 

RERA: F 中 的 映射 f ARE K 最 小 ? 更 

WU EH 6 F 使 得 下 式 成 立 : 
Kf = iaEKEETS, 

使 得 上 式 成 立 的 决 射 f。 被 称 之 为 极 值 映射 。 下 面 的 定理 35.1 
回答 了 极 情 隐身 的 存在 性 ; 入 级 值 映射 的 堆 一 性 及 其 特征 刻 划 是 
较 困难 的 ,是 航 值 问 题 讨论 的 重点 ， 

定理 35.1 在 上 述 极 信 问 题 中 , 极 导 映 射 总 是 存在 的 . 

E Of €F, ,n= 1,2,.-., 使得 

üm KU] = inf {KI}. 
由 于 RAR, EA U.) 中 有 一 个 内 闭 一 致 收 伍 的 子 应 列 
GI. 构成 正常 族 )、 不 妨 候 定 U.) 本 身 在 和 内 闭 一 致 收 化 ， 设 其 
极限 函数 为 h， 对 于 任意 的 。 > 0, 存在 一 个 NN 使 得 4 之 N 时 ， 
天 [加 ] Sif (K[f]) + e. 


HI fkr p, ES Iki fj 是 Ko + e uE, K, = inf Kifl: 
16 F). Wk, 
KIf,] < Ke + e, 

H e ERER Khl S Ko、 但 另 一 方面 , 显然 有 he F, A 
而 KIk] 2 M. Z, K[hlo Ka. ctl 

在 紧 Riemann EARNER AAR Fd S EE Teichmüller kt, 
并 且 总 是 唯一 的 . Aito MIRA RERA: MER AR Ë Ë 
映射 是 否 唯一 她 存在 并 且 是 “Teicaeniille。 wHo HAM, K. 
Strcbe。， 善 先 举 出 例子 ， 表 明 航 值 映射 不 一 定 是 叭 一 的 , 也 不 一 定 
是 Teichmüller £i, AR, P. P. Belinskiy 也 举 出 了 类 似 的 例 
子 , 其 中 极 做 映射 的 局 部 汽 缩 商 鞭 至 不 是 常数 . 

楼 此 ,在 怎 伴 的 条 件 下 , 极 值 映 射 堆 一 他 是 Teichmüller 映射 。 
这 个 向 题 是 很 填 很 研究 的 ， 

下面 的 定理 属于 E. Reich 与 K. Stcehel'!: 


7 + 


定理 35.2 设 9 在 和 内 全 纯 , 且 
lot = 时 colaray < o. 


又 设 hA A 是 一 个 Techmüler 映射 ,其 复 特征 为 g/l. 
# f:A 一 A 是 任意 一 个 拟 共 形 映射 ; 且 有 aa m fons T 
K[Á) < KIf], 

等 号 当 且 仅 当 f= h 时 成 立 . 

证 ,将 主要 不 等 式 应 用 于 现在 的 及 及 f, 这 时 其 中 的 < 一 Ap/ 
lels HAA 

urelle — 1- £ — » 
Te Cut UD 
于 是 我 们 得 到 
fj 1o lazas < tn || te cocaina, 


tB KIA] < KU. 
下 面 证 明 仅 当 了 一 如 时 KI] 一 KUST. 
重复 主要 不 等 式 的 证 明 步 又 ,并 且 将 其 中 的 四 换 成 一 p, 不 难 
妖 出 对 于 现在 的 了 R h A 
eee x KUKK 


1— lal 
现在 假定 K[1] 一 KIh]. 这 时 ,我 们 有 
Le < 1 (几乎 处 处 )。 


1— lal 
另外 一 方面 ，K[f] = KI] 准 含 着 主 要 不 等 式 成 立 等 号 ,从 而 
有 
ff ito taney = [| too LF mH aa, 


这 样 我 们 又 推出 ,函数 
1 — pp/ |gl t? 


1— la 


Ir E 


不 可 能 在 一 个 非 零 测度 集 二 小 于 !。 于 是 它 妈 能 几乎 处 处 等 于 I, 
而 流 意 味 普 几乎 处 处 有 

Lau P = Repsol iol, 
也 即 p, 几乎 处 处 为 零 ( 广 意 | po < U. 

ARER & 一 广 :oj REGERE, 但 8 保 圭 入 的 边界 点 不 
动 ,所 以 8 是 恒 同 跑 射 ,也 即 í — ER. 

在 这 个 定理 中 , ?的 范 数 有 穷 这 一 条 件 是 重要 的 .一 般 说 来 、 
没有 这 全 条 件 则 对 应 的 Teichmüller 映射 不 一 定 是 极 信 野 射 。 例 
Pn, 设 太 是 右 半 平面 ts m + 十 二 :x 01 trees. 

z+iy— Kz + iy, K > 1, 
当 我 们 把 右 半 平面 共 形 峡 射 到 单位 圆 了 时， 4 BA F— ASIE 
身 的 Teichmüller 映射 ， 而 且 保持 达 界 点 不 动 、 它 显 就 不 是 极 什 
Hi. 
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刻 划 极 值 映射 (不 一 定 唯一 、 也 不 一 定 是 Teichmüller 映射 } 的 竺 
fi, 
首先 引 人 几 个 记号 : 
[zi = sup i €——] 


Def dJ? L> [e| 


His] = ER il &pdedy| ; 


Als] = ERR. jf fef EE 
Roni € E A 888 3255883, 

现在 假定 hA A RHER— + Rf @ z ip RANDE 
映射 ,其 复 特征 为 <、 那 么 ,对 于 任意 一 个 具有 相同 边界 对 应 的 氢 
HEER i RA 
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an^ <| lec E eel didy 


iN SERER, lel t. i $418 
gli o» Hoz [teni drav, (35.6) 


其 中 K, EM MUNH, fr ka= (K, — 1)/(K, + 1), RU 
上 壕 不 等 式 可 改写 成 下 列 形 式 : 


Hs] 


w als]. (35) 
n E (35.6) 立即 推出 


Zk g i E II rp 
drdy — 2R. drdy, 
TS <J) lel — itn “Tp 


注意 到 lol 一 1， 并 用 2 除 上 述 不 等 式 甘 端 , 立即 得 到 


[ 4 . L^ ls 
wl p tm ml +f! eleg ddr, 


由 于 ?可 以 差 任 意 的 常数 因子 e°, 所 以 


fj Tř | < Dép j lel - Leg nr. 


有 取 上 确 界 即 得 到 (35.7). 
EH 35.3 i& hi A 用 一 个 拟 共 形 轴 射 ,其 复 特征 为 <。 
当 * 满 足下 列 条 件 时 : 
Hele çO — (R= Hells 


h EAR S. 
证 。 医 为 
Alc] < Pj — E), (35.8) 
所 以 由 (35.7) 有 
Ix] & — + t (353) 


1 十 如 1 — £ 
mR l= kU — k), HMU 
* 2807 


wan 


WETE £ < k, MT kka iS. 
FI Bt—2P SHE [Ë ERI e py e E 
Hie] = k. 
引 理 35.4 设 q, RARER, oui m1. — 1. 
2, HER 


im [Í -Tr PE! 一 
im [È ortnm As t= s 


或 
lim J kq. drdy = k, 
或 
; s|? . R8 
tm [fiel Dank duy = — — 
WAFER + K:0- à < k = el, 都 有 


lim [Í reist 0, (35.10) 


其 中 E — (z:|x(m)| < #). 
证 。 只 对 第 一 种 情况 证 明 引 一， 其 它 铺 况 完 全 类 似 。 我们 有 
[cerno e cto s| ao 


Piae Prag] tu 
Lu k 
egg leet oleae 
a k k _ Lu r 
Gig EC ilo. 
4 uo 并 注意 到 不 等 式 左 端 趋 于 GU), 


* 2 


立即 看 出 [ze 0(8— 20), iH. 
引 再 38.5. 设 {Y,} 是 A 为 的 一 个 全 丝 函 数 序列 , dull = l 
三 对 纤 意 的 £:0-c4 < k, 


1 
lm |í lo. -ixl 
neda 1 


— l} 


dxdy = 0, (35.12 


这 里 E= {e:ll < 4n) DU 


Em || tnl k 


Ix]? 
dxdy 一 一 
[Apt TTE 


Wk. 注意 到 (35.11) ,很 容易 看 出 


m ist >- t 
im [| je.) pem metus 
E E BERE, SHOE 

in jj eld irto E22 


由 于 不 等 式 右 钢 的 积分 和 {1 一 各), 所 以 (35.11) 成 立 。 证 毕 . 
引 理 35.6 Zr] 一 (1 一 如 ) 的 充 要 条 件 为 His] = k. 
AE. 若 n1 一 好 (1 — E) Far RUE VE SORTE TI Lp.) 
le. o 15 1,2, -, 使 得 


lim jf Ege dady = UO — 4), 


osa J] T= Iel? 


这 样 的 p, 是 存在 的 ,因为 存在 全 纯 函 数 序列 (Pat igl — L, 使 
得 


ie [f 56 a | = itr m fa — e. 
ue a 


因此 , 8。 乘 以 适当 的 常数 n 就 是 pa EER 
be lole = 0, E — (z: |si < Y < à), 


RERED: 
lt en 


— |«]* 


« |([ Pe dray, + LL 
«f tens Pes 


"ll ift nom 


对 于 任意 的 e > 0, SER k 使 得 上 述 不 等 式 右 端 第 二 项 6/2, 
然后 可 以 找到 闪 使 得 当 n>N 时 上 式 去 端 第 一 项 <e/2 这 样 
我 们 就 证 明了 


Jf spudedy = HOA — K) 
也 即 


tim |È spadar = k. 


Hiks Hie] = k. 

反 过 来 由 Hisl 一 不 推出 el 一 以 (1 一 已)， 其 证 明 完全 
AU. VERS, 

由 这 个 引 理 立即 得 出 下 面 的 定理 : 

定理 35.4 0 AA 是 一 个 氢 共 形 胸 射 ， 其 复 特征 < i 
足下 列 条 件 ，P[s] = k, GER 
EAE = dsl... (35.12) 


[Dre 


则 六 是 极 值 喘 射 . 

这 个 定理 是 属于 Reich 与 Sebel 的 ([68])， 

条 件 (35.12) 也 是 极 值 性 的 必要 条 件 . 

定理 35.5 ik fo:A 一 A 是 关于 它 的 边界 值 的 极 值 氢 共 形 映 
射 , 风 其 复 特征 = 使 得 HOS] = Miel. 

这 个 定理 是 Hamilton 定理 的 一 个 特殊 情况 。 由 于 我 们 将 在 
Td uES] Hamilton 定型 ， 记 以 这 里 不 叙述 这 个 定理 的 证 队 。 
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35.5 Wi Teichmüller 映射 的 存在 性 


在 怎样 的 条 件 下 才 存 在 唯一 的 极 值 Teichmiiller 映射 3 Strebel 
给 出 了 一 个 判定 条 件 . 
先 引 进 若干 定义 设 < 是 一 个 极 值 趴 射 的 复 特 征 ， 又 设 pa 
(2—1,2,---) 是 A 内 的 全 纯 函 数 ，|pa — 1. F Pp, 使 得 
lim ff Pardrdy 一 |。 


则 称 {pa 为 一 个 Hamilton 序列 。 如果 p, 在 和 内 闭 一 致 收效 
于 零 , 则 称 之 为 退化 的 Hamilton 序列 . 

在 单位 圆 入 的 边界 给 定 了 一 个 保 向 自 同 胚 4:8A 一 6A、 假 
定 生 可 以 氢 共 形 扩张 到 A 内 ， 换 句 话说 笑 是 一 个 拟 共 形 映射 f: 
A—A 的 边界 值 . 现在 我 们 定义 边界 对 应 大 的 最 大 伸缩 商 的 概 
念 . 对 于 任 给 的 fr:0 rod. MEER B, = {e:r < 之 lel el} 
及 到 BLU UCET š, 也 即 B, 到 和 内 的 一 个 拟 共 形 映射 , 且 
£6A 一 &, 我 们 称 

H = inf{KIZ]:EIOA — A) 
Ak fS CK (bf EE, EP À phos ETER h NRD GART 
一 切 r é (0, 1)). 
另外 ,我 们 记 K, ET AFI b RER IR PATRICK Ib iR. 
定理 35.6 ” 若 关 于 边界 值 二 的 极 值 映 射 的 复 特 征 < 有 退化 
Hamilton 序列 {pe} WI 


H= Ko. (35.13) 
证 。 设 f 是 以 上 为 复 特征 的 衣 值 映射 ，8 是 4 到 环 域 B= 
[z:r < |z| < UY 的 任意 一 个 拟 共 形 扩张 ， 那 么 下 可 以 延 拓 为 A 
内 的 一 个 拟 共 形 里 射 b E Il Bn m Ero € (r, D NB ERE 
不 等 式 ,我 们 有 
ES j leal lee MP pr1aray， 


1) 这 个 要 实 的 证 明基 于 Beuring-Ahltote EE. 详细 证 明 见 Lehto f) [54]. 
EE 


其 中 o, 是 定理 假定 的 退化 Hamilton FEX, DEfT ER f£ kg 
伸 顷 商 ， 注 意 到 
f lp。drdy — 0 (n — co), 


In 


立刻 得 到 ,对 于 任意 e > 0， 存 在 六 使 得 当 n 2 N 时 ， 
l—ex f pp, | Heel pryygray 


adiit 1 || 
< K[31 le, HM sw, 
<t j TA woe dedy. 


注意 {ps} 是 Hamilton 序列 ,不 难看 出 当 ” 一 oo 时 ,上 述 不 等 式 的 
最 后 项 趋向 于 KĀ]. Ks. 这样， 
Ka < K[4]/(! — e). 
th e 的 任意 性 又 得 Ke < KIA], 由 此 推出 
K < H. 
IE, Ht0E S S A Hex K. 这 就 证 明了 等 式 (35.13). 证 
He, 

定理 35.7 KA AREXTÓBSSDUAOU SL A BJ 80k it, 
“是 它 的 复 特征 ,并 且 关 于 * 没有 任何 退化 的 Hamilton FF3|. A 
和 是 唯一 极 值 映 射 ,并且 是 Teichmüller Bae, 

证 。 设 {pa} 是 < 的 一 个 非 退 化 的 Hamilton 序列. 由 条 件 
le 站 一 上 及 平均 值 定理 可 知 ，{p。}》 在 入 内 任意 一 个 佬 子 集 上 一 
致 有 界 ， 从 而 可 以 在 (pa) 中 选取 一 个 子 序列 内 闭 一 致 收 笋 。 不 
失 一 般 性 ,我 们 设 这 样 的 子 序列 就 是 (p) 本 身 . 、 

设 ws 的 极限 函数 为 p。 则 9 在 和 内 全 纯 ， 并 且 9 不 恒 为 堆 
(因为 (pa) 是 非 退化 的 )。 对 于 任意 的 r:0<r < 1， 都 有 

íi lgldxdy = lim III lpaldrdy < 1. 
er D 
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由 此 推出 


Il 一 时 ielae<1 


fa E EE 
lim lle, — ell = 1 — leh. (35.14) 


ERE, he. 一 el 2 deu] — fol 一 上 一 有 gj， 另 一 方面 


lg. — «t = il 1g, — pldzdy 十 | Iq. 一 e ldxdy 
"cies 


L^ 
< ff Ig. — pldráy + | lpi | dxdy 
we ED 
* f| Igldzdy 


(na 


< f Iq. — pldrdy + 1 — J 1g, ldzdy 
de ds 
十 lg dady 
AL. 
Hir 38% SEE 1, 使 得 上 式 最 后 一 于 <e. BE ”之 后 令 a ~ os, 
即 得 
im fpe- yl £1 {| lay 
[m 
<1— loli +2, 
E e EEB 
Tm les — pl < lel. 


注意 到 ps 一 wl 2 1— lel 立即 得 到 (35.14)。 
当 1 中 一 1 时， je, — wl] (2 — 000. 因此 ,由 
im | epadrdy = 4, 42 eis 


推出 
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li &pdzdy = k, 


* 


因此 ,我 们 有 
ff iei (e drdy = 1, 


EEFI lol — 1 E leelo) < 1， 立即 推出 几乎 处 处 有 
£p ] 一 
i Gis) b 
也 即 Re(<p)— £1pl. E— REA Fel <, HB 
sp = kipl, 
也 即 z 一 lq/ = 九 /191， 这 也 就 是 说 ， 睦 射 有 是 一 个 Tei 
chmüller WAR loi] = 1, 
FERINA ded < 1 RERE. (325 bod < 1， 
HBEP Last. 


Pn = (p, — glo. — vil. 
这 时 $, 也 是 一 个 Hamilton 序列 。 SEC E, 


Re shidrdy > Re Ji IPSI didy 
dfe 


TE, 


lim Re J| ep, > (人 一 和 PDM — lol) = +. 


另 一 方面 ， 


pi 5$ drdy] <k. 
FEA 
im il drdy = k. 


然而 和 fa rhIÑ31— SEAT SE, (IS dE— E (t Hamiltən 


° 287 + 


序列 。 这 后 * 没有 进 化 序列 的 假定 矛盾 。 予 看 表明 Io! ci 
不 可 能 的 ， 这 也 就 是 说 , 唯一 的 可 能 是 [ol 一 1， 从 而 是 Te. 
ichmmüller 映 暑 。 报 据 定理 35.2, a JRME— BUECHOM, Ee. 

由 定 埋 35.6 及 定理 35.7 立刻 推出 下 五 的 定理 ;: 

定理 35.8 若 关 于 蔡 定 的 边界 对 应 4:9A 一 8A 或 立 下 达 不 
等 式 

H < K, 

剂 极 值 问题 的 解 是 Teichmüller 映射 , JF B ELTE IB EE (nj. 


$36 Hamilton 定理 


361 hf 


WES 是 一 个 Riemann di. K7DA ORG EL SS tr F r = 
FERAE. iem xps 等 同 为 A1G， 其 中 上 是 一 个 保持 
AREH Facns 群 ,那么 我 们 可 以 将 4 视 为 一 个 带 这 Riemaon ñB 
ERIAM. k AG) 是 人群 G 共 极限 集 ,这 时 ACG) 是 84 上 的 一 
TRETE. il G) 一 3A 一 ACG), IA S* — AUs(G)/G 
是 一 个 带 边 界 的 Rieman 曲面 ,其 内 部 就 是 S. 

设 3$ 是 一 个 拟 共 形 映射 ， 这 里 的 矶 面 S 同样 地 发 成 
商 A/G,， 并 把 3 作为 S= LAUG) G MESSI. RAT 
i 可 以 反 陈 地 扩充 到 边界 而 成 为 5* — Sr 的 一 个 同 胜 瞻 射 。 

我 们 说 两 个 北 共 形 映 射 与 和 :5 一 S RURA, ire 
ESS 上 hh 一 #， 且 存在 一 个 同 伦 :5* x 9,1] — SE 使 
得 


F(p, 0) = flp), F(p, L) 16m, 
RB F|(S*— S) x [0, i] = fip, 5S (c lu, 1] EZ. 
定理 36.1 “5 h ES 35 AATRE. Sf 55 
f, 措 边 异 局 伦 的 充 要 条 件 是 它们 能 被 提升 为 单位 圆 到 自身 的 昌 边 
TAARAH h t f. 
iF. h 3 Ah POOP, mH F aE KER fe. it 
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PO, i) 是 Flp, +) 的 同 伦 提 升 , 那 么 昌 然 名 限制 在 4(G) 上 是 
与 XXE ho Ps, 0) 5 # — P(z, 1) € (8) 上 
AHAM. FEH S S E 0A 一 (G) 上 也 相等 . 
vc GERBER PALEE me G, 使 得 joy 一 
Xoh， 在 A 内 任意 固定 一 点 3, ZARRA PO GO, 0) 8 me 
Fiese). 因为 它们 部 是 S 上 同一 条 印 线 的 提升 并 且 有 相同 的 始 
点 ,所 以 它们 必定 重合 , 即 
Ë(r(z), 1) = voP(s, 1), Nre fü, 11. 
将 上 式 中 的 = 换 成 7(z),， 并 记 v ror m r= ror, WA 
BCT Ca), r) = YioF (e, r), Vre [0, 1]. 
一 般 地 ,我 们 有 
ËC (a), i) = vte£(e, 1), re (0, 1]. 
令 = 一 oo 即 得 


F(t, e) = ta Vre[0, 11, 
其 中 5 是 7 的 不 动 点 ;而 与 是 y, RERI. GERE ROO m OD 
对 于 G 中 一 切 元 素 的 不 动 点 “ 均 成 立 ， 我 们 知道 ， 人 G) 是 由 一 
切 不 动 点 及 其 极限 点 组 成， 所 以 
AG) - 5G). Vte A(G2. 
我 们 已 经 证 明了 上 式 在 0^ 一 ACG) 上 成 立 ,因此 它 在 ða 上 处 
处 成 立 ， 
反 过 来 ,假定 RUD = OD 在 BA 处 处 成 立 ,这 里 加 S f r 
别 是 大 与 二 的 提升 ， 这 时 ,我 们 令 Pss) 是 lx) 到 jt) 的 
非 欧 线段 的 一 点 , 它 到 iG 与 iG 的 非 欧 距离 为 (:(1 一 小. 
这 样 定 义 的 同 伦 Po, 0) 在 8A .上 与 : 无关， 并 且 它 可 投影 为 
531 f, ff&— PME FCp, D, fn 
Elp, 0) — hlp), F(p, 1) = fiip). 
〈 详 见 第 八 章 ) 证 毕 . 
设 &:3 一 3 是 给 定 的 一 个 氢 共 形 映 射 ， 自然 可 以 提出 这 样 
的 极 蕊 问题 : 在 模 边 界 的 同 伦 类 中 ， 何 种 映射 了 使 得 最 大 伸缩 商 
达到 最 小 但? 
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这 个 则 是 显 然 是 上 一 节 中 极 值 问题 的 推广 , 并且 也 是 Teichoüllei 
极 值 问题 ( 那 时 仅 相当 于 S* — 5 一 0) 的 推广 . 

类 似 于 定理 35.1， 我 们 不 难 证 明 对 于 这 种 极 值 问题 而 言 ， 极 
值 映射 总 是 存在 的 ， 


36.2 Hamilton 定理 的 叙述 与 推论 


定理 36.2 (Hamilton) i} h f& 5 到 $5, 的 一 个 模 边 界 同 伦 
类 中 的 极 值 映射 ,« RARE. RI 


am. lE 
he WS 上 的 L 范 数 为 1 的 全 纯 二 次 微分。 
像 过 去 一 样 ， 我 们 用 Q(S) 表示 3 上 的 全 体 全 纯 二 次 微分 ， 
又 用 Ow) 表示 QS) 的 一 个 子 集 ; 
GG) = (a € 0(S): oll < eo). 
定理 36.2 A, X hi$ S 是 极 值 映射 ， 则 存在 oo 
(S), lo, 一 1， 使 得 
im | so, = Dell 
其 中 < 为 如 的 复 特征 . 
M SEEK Rieman 曲面 控 去 有 限 个 点 时 ， 在意 一 个 
a € ur GG) 在 这 些 被 榨 去 的 点 处 至 多 是 一 阶 极点 ， 因 此 ，. (5) 
是 有 穷 维 线性 空间 ， 这 时 ,在 序列 {w。} 中 有 一 个 子 序列 依 范 数 收 
化 于 一 个 二 次 微分 oe . (S). 由 此 推出 


J sa = tal. 


像 在 上 节 一 样 , LERE = kolol, Xth k= lelo. 这 就 是 
前 面 证 明 过 的 Teichmüller' EA, 

Hamilton 定理 的 另 一 个 推论 是 

推论 车 是 级 值 映射 :5 > S 的 复 特征 ， 则 对 于 任意 的 
紧 致 偶 KC 5 都 有 


一 人 sl， 


els ~ Kl. = els, 
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证 . ER w。《 (S 071, 1。 使 得 
um | so, = lal. 
XUTEEXUMTEEGR KCS, HA 
|f, e ] < Mela f, tn hels — Kia f, lent. 


很 容易 看 出 ， 我 们 可 以 选取 一 个 于 序列 使 它 在 任意 一 个 紧 致 全 上 
一 致 收 合 。 现 在 不 妨 假 定 这 样 的 子 序列 就 是 {ow。] JR. IR ond 
的 极限 为 w， 像 在 上 节 一 样 ,容易 证 明 la < R 


lim |o, — el = 1 — loll. 
假定 dels 一 Ki. < Vel, M 
im |f, e| < lele ot + lels — xt — f, tan) 


& ls, f, ol + tels — kt (o — f, iel). 


+ jf sÉ exu leles 因而 lll] 一 1, 否则 有 边 将 小 于 ll。。 
这 样 ,我 们 得 到 


lim Jas — al = 1 — lol = 0, 


因而 


xa, 一 [ellos 
s 


也 即 e= kë/l|al, k= lela 这 与 前 面 的 假设 els — Kil < 
lel, FA. TE. 

这 个 推论 告诉 我 们 ， 极 值 映 射 的 局 部 伸缩 商 在 边界 附近 不 可 
能 处 处 小 于 K[h] — e (e > 0)， 换 句 话说 ,在 边界 附近 总 有 这 样 
的 点 ,其 局 部 伸缩 商 充 分 授 近 KIA. 


36.3 Hamilton 定理 的 证 明 


Hamilton 定理 的 证 明基 于 下 述 的 一 个 一 般 性 结果 . 
引 理 36.1 设 石 是 一 个 Banach ZE, B* ECEAT. 
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LEME B* 后 的 一 个 O FRE. BE B* 的 对 侦 范 数 在 一 点 
z 反 时 慰 到 它 在 时 中 的 最 小 值 或 最 大 值 ， 共 且 存 在 一 个 闭 子 空间 
《CB 使 得 寻 在 + 处 的 场 空间 是 B* 狗 一 个 垂直 于 了 的 子 空 间 . 则 
IzlAl = ixl. 

Xt. Z lJA < ixi. 根据 Hahn-Banach 定理 ,4 上 的 线 
TEEGRÉ x 可 以 扩充 为 B* 上 的 一 人 线性 证 函 ? E yA 一 x| 
A, B. |! = elal < ell. 生 于 ?一 z 在 4 上 为 零 , 所 以 了 一 x 
ETM 并 可 作 一 条 C: 道路 ala, 2) -> M 使 很 a(0) — z, 
E wO 一 ?一 zz， 其中 D.) = lim lela) — a(0)1/ 


p. 


这 时 ,对 于 充 公 小 的 正 数 1, 我 人 有 
late) — a(9) DONON Le — Mil, 
(因为 Jal — [y> 0.) 由 此 推出 
face < LaC9) + DANO + (|z! — lioe 
< lle + (GO — x» + lal — lli: 
<U — ale] + edyl rell — eyl = He]. 
这 样 一 来 : 范 数 不 能 在 = 处 事 到 它 在 好 上 的 最 企 值 ， 荣 似 地 ,对 于 
充分 小 的 负 RNA 
TD > [rl 

它 受 明 范 数 不 能 在 * 处 取 到 它 在 HM 上 的 最 关 秆 .。 这 与 题 设 巴 盾 、 
即 证 明了 lejal < Iz] 不 可 能 ， 证 比 . 

如 果 在 引 理 36.1 -hiE— b xim Hiler 空间 , 那么 立 妈 
推 吕 大 家 热 知 的 结果 : 即 这 时 的 = B FM 2 KEA 事实 
上 ,由 zl41 一 zl 推出 x A. 

为 了 证 明 Hamilton 定理 ,我 们 还 需要 几 个 有 关 拟 共 形 也 射 的 
弛 理 。 它 们 本 身 也 是 下 要 的 . 

引 理 36.2 没入 是 3 到 自身 的 模 边 愉 同 伦 于 便 同 映射 的 拨 共 
形 自 同 胚 的 Berean MIREA, BANE (S) 的 一 个 
艇 折子 访 形 ,县 它 在 黑 点 狐 切 空间 垂直 于 o). 

XX (S) ETSER Beltcami 滞 分 所 组 成 的 空 
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E, (S) 的 意义 与 前 面相 同 . 

F. A S= AG, 其 中 6 是 -个 促 桂 和 A 不 变 移 Fuchs B, A 
A (^. G) 表示 人 内 甘于 怠 的 全 体 hrani Qj, 
(A, G) SUR APUET GIO EB E F ik $ PES n HL — Ded 
分 pde: 

ij | p(a3|dedy < oo, 


显然 ,我 们 可 以 用 (A, G) 与 car (A. G) RIMER -AS 
与 s (S). 

对 于 任意 一 个 pt (A, G), RI fa e kE hb E 
映射 : CEARR 4 为 肯特 征 而 在 单位 圆 外 部 A* EREN, E 
Bg RURAL UAI 

fale) = zd O(|z| 1), 2-00, 
我 们 知道 , 沪 样 的 f Eft —Wase i GEB EU CHI a. 
A Bers WA 
P: ai pa = Spat 
其 中 Suat 表示 fA" 的 Schwatz 导数 。 KIFO CA, G) 
到 Olat, G) 内 的 一 个 映射 ,这 里 QUAS, G) EREE A 中 
满足 下 列 条 件 的 解析 函数 pp = (oer nr Qr € G), o EER 
远 点 至 少 是 + 险 零 点 ,并 且 
Hol = sup (C122 — lo G2 0/41 < oo. 


RERNE, lp « 3/2. 

钢 在 我 们 进一步 证 眼 Diela, G1 一 0(A*, G) 是 一 个 复 
解析 锋 对 ,并 且 求 出 DOCO). 

根据 拒 共 形 映 射 的 表示 定理 ,对 于 尾 意 固定 一 点 #€ AT jx 以 
到 如 在 = 点 的 各 阶 导 数 部 是 上 的 解析 函数 2， 从 而 pule) 也 是 如 
Kn MERT E: 平面 上 的 一 个 单位 圆周 ,而 ré A (A, G), B 


1) ERU E EP EX TE ELAR Mr, BRKO SEDE :的 全 所 
iu. 


PCI 


lel «1 — lal ix XET—EL lr <l, a m6 (A, G), 
并 且 Ola + r) 是 上 的 解析 函数 .由 Cauchy 公式 ,我 们 有 
DON) = lim [Ola + 1) — Bp) 


= +f Olat wyjde, 
2zi li 


由 于 Alat r)i 3⁄2, MA D8(p) 是 一 个 有 界 的 线性 变 
É. 当 del «1/2 时 ,对 于 每 一 点 z A*, 
[$#(# + es) — Dla d ~ DOl al ev) (a) | 
< i, lala H De rnt erae 


Siell — 122, 
所 以 (Ca e) — Blu) — DGCa)Ce) < 31eP74, Roi 
可 微 的 ", 并 且 导 数 为 DéCa). 
现在 我 们 计算 De(0)(a)， 由 拟 共 形 映 射 的 表示 定理 ， 


MOREE DHZAC) 


其 中 
a,(z) = TiaHCaHCn- H(a))))(2). 
"+ 
特别 地 ， 


«t 7 E (D at= 8 + m. 


因此 , 当 z€ A* 时 ,我 们 有 
2 aun) m 1 + (a) + ol ll), 
dz 
e 2n 
PRIORE SORS 
dz 
1) XEF4E— A rO p ieni, MATR s= cv, 其 中 5 使 得 
ivt 二 《1 一 1p)f?， 这 时 不 等 式 可 写成 : 
Pu tv)- A) DUO A IYO — tap. 
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Fase fly = wo ran). 


生 此 推出 
Snye = Zor (z) ESSA 
所 以 ,对 于 任意 的 z € A" 


DAHU = = — $ | Z ddr, 


命 


P(A 一 一 £ ff as dEdn, Va 6 A*, 


则 Dé(0)(u) 一 Pla), BE DOCO) = P. 
我 们 定义 一 个 映射 FPCA", G) 9 t (A, C): 


FG) = e Ee (+). 


利用 解析 医 数 的 一 个 公式 ( 见 Bers [13], p.6), THEM AF 
ESAERAK <， 就 可 使 FoP 是 恒 司 映射 . 由 此 可 知 ， 导 数 
D6(0) 是 (^, G) 到 OCA*, G) 的 满 射 ,并 且 它 的 枝 是 一 个 
闭 的 子 空间 ， 根 据 反 罗 数 定理 ，@ (0)】 是 一 个 解析 子 流 形 . 

以 下 我 们 证 明 : #70) = N. 

首先 ; 若 nebo), MA 

“ qu S us = t. 

所 以 hl1A4” 是 一 个 分 式 线性 变换 A. 3638159 w = Aofa, 3E 
么 ww 在 站 内 为 拟 共 形 映射 ,其 复 特征 仍 为 a mü a 内 为 恒 同 
ER. FA HENRI A 等 同 为 Ala, G) HUN 
MERAH A(S, C) 中 一 个 于 集 ， 其 中 每 个 元 罕 都 是 某 个 边 
界 值 为 民主 肌 射 的 拟 共 形 喘 射 的 复 特征 。 现 在 我 们 仍 转 N 表示 
(A.G) RATTE) AUE, E e NM n RE T ULER 
射 iA c S 的 复 特征 , 必 在 边界 上 的 对 应 是 忆 同 映射 . TE,” 
可 以 延 拓 为 C — C AUKER, REEN o A* X TET 
H. XM. eu 在 全 平面 为 共 形 映射 ,因而 是 一 个 分 式 线性 变 
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色 ， 设 该 分 式 线性 变换 为 4, 那么 fao Ace. WE, 
qe T Sra S Sasia = Suat = 0, 
Hl aed U) KZ, N == p70), 
BRAAITEIRAN Æ 0 点 的 切 空 间 ToN 垂直 于 .ar(3) = 
ay (^, G). ET z As, 


DION u) = — < 人 HE) sdn 


其 中 . 
e. = — Eso ts 0 || Cras, 


Bibi DAON 一 0 能 充 要 条 件 是 <。 m (Na 之 1), 而 后 者 成 
BS 
ff coron = 0 


对 于 一 切 多 项 支 成 立 ， 注 意 到 和 肉 豆 职 的 解 折 图 效 可 由 多 项 式 平 
MDE, YED Eb EE f 可 澳 为 人 内 的 可 现 的 解析 本 数 ， 另 一 方 
ET a @&(A, G), FME 
[edad = 51 [| adras = || sD etardy 
PI reci o 
Pb DE GIB 28, ef 是 了 的 Paincxt C AHE 
ei = 3 UerXo F, 

ITA NÉS ERRARE /，Bf ear(a, G), 反之 ， 每 一个 
pe aeta, G) 也 如 能 表 成 这 种 形式 0， 打 此 ， 我 们 证 明了 
D2(0O( = 0 的 充 要 条 件 是 

ff nGDoGDdzdy = 0, Vg € lA, G). 


i 


D 这 是 一 个 已 知 结果 * 见 Havey [40] —X. 
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这 也 就 是 说 ，D8(0) 的 枝 KerDO(0) SAF .or (A, G), 
男 一 方面 ,NWN 是 (i) 的 核 ， 所 以 ,NV 在 0 点 的 切 空间 TIN 一 
KerD4(0)， 因 此，ToN\ BAF uy (ALG). 证 毕 . 
RAEN pH Berani 笋 分 称 为 平凡 的 , 而 把 TaN 中 
的 Beltrami 微分 称 为 罚 部 平凡 的 . 
令 d(z, w) 是 单位 圆 各 内 的 Poincaré. HE Rc, HAN 
1 十 7 z—u 


， 1 
4 -layltt , = 
人 


设 v 与 < 是 (A, G) 中 的 任意 两 元 素 ， 我 们 定义 
r(v,r) 一 ess sap d(v(z), «(2)). 
A AA 是 以 * 为 复 特征 的 拟 共 形 映射 Fa — A (AERE 
意 一 个 单 连通 域 】 是 以 ARERR. WA fee 的 
复 特征 上 依然 是 IM CALO) 中 的 元 素 , 并 且 有 š 


T tegis) = (v(a), C2)) 


因此 , r(x, =) = (logKlfog !])/2, 
引 再 40.3 i@ v tS = E Beltrami LET 
r(v, x) — ci», 0) < [v — nil — Bvll + oC]. 
dE. Poincaré 度量 了 在 原点 附近 接近 于 欧 氏 度量 ,所 以 
dla, w)-— a, 0) < Ie — e| — |z + a(' wl), 
其 中 o iz TANE ollel) 2 0, 
s( Io) 0 (e| — 0). 
直接 通过 计算 证 明 上 述 不 等 式 也 是 容易 的 ， 令 
BD ,up {aí 193). 
gU, KO 0G 04. 我 们 有 
rv, 2) — ess sup d(»(2), z(z)) 
< es sup(d(s(2), 0) + |v() — rla) 
— lela) + eCIeD eel) 
^s esssupld( »(2,0) — rla) :} 
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+ |: — =Í + CIS. 
注意 到 de, 0) 一 la| 是 lal 的 单调 递增 函数 ,立即 得 到 
rC», x) & r, 0) — foll + 1o — all + oC. 
证 毕 . 
Hamilton. 定理 的 证 明 : 
设 f:S— S, 是 极 值 映 射 , 其 Beltrami 微分 为 x。 记 《4, a) 
为 积分 


NS Vo € CS). 


WA les) E or () 上 的 一 个 线性 泛 函 算 子 ,其 范 数 记 为 |xl 
-ex(3 川 ， 我 们 要 证 明 : 
lel. er CN — lal. 

用 反 证 法 , 假定 llo CO) < llak. i Hahn-Banach 定理 
可 知 ， 存 在 一 个 Beltcami f v (Bf (v, a) = (a, o) 对 于 一 
V) o € .ar(3) 成 立 , 且 Del o CODE = [vll < Ell. Pt, (n— 
v, d» = 0 (Vac.oz(5)), BBI n vela (S. RESIA 
362, . (S) 一 ToN， 所 以 p — v€ TN. 由 此 推出 , 我 们 可 以 
找到 一 条 光滑 道 咯 a:( 一 8, 3)  N(3 > 0)， 使 得 a(0) 70H 
Da(0)1)— pg — v. 我 们 有 

late) — a(0) — De Os 
= e) — tu + lem 0 (z — 0). 

BERE NOl EK 对 于 充分 小 的 正 的 

由 引 理 36.3, 下 列 估计 式 成 立 

(n, eli) — za, 0) 
< ll — eol — Tad + eA. 
另 一 方面 fe 一 aD 上 < (0 — O lal + >l + la) — tp + iml, 
ER, 
Tp oA) — «Cn, 0) < lla) — ee + || — “(lll 
— la) + aKa). 

由 于 lla — ta + | = o Lt 一 4+)， 上 述 不 等 式 表明 存在 
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一 个 充分 小 的 no 0 使 得 

(ps o(4)) < rC 9). 
LE a0), ERA =€ N, BE THUFGEM RE eio M 
边界 司 伦 于 全 同 映 射 ， EDI UH Eeltrami 微分 。 RS PEH e 
映射 feg s 一 5,， 那 么 egt 模 这 界 同 伦 于 1， 记 12g” f Bel- 
tami 0220 o. EREA, 


Dog KEfeg] = rn, =) = t p, o). 


BETER tUe o(8)) < z(a, 0) AAT 
K(fog 1] < KL. 
这 与 了 的 极 值 考 矛 盾 , 证 毕 . 

RHE, K. Steel?! 证 明了 Hamilton 条 件 也 是 银 值 号 
射 的 弃 分 条 件 . 这 个 证 明 主要 是 基于 对 开 Riemann 曲面 上 的 全 
缉 二 次 油分 轨 产 改 体 结构 的 讨论 . 

尽管 我 们 知道 了 Hamilton 条 件 是 级 信和 喘 射 的 充 要 如 件 ， 然 
EHTE Riemann HA AAR EEEREN, PAFS E 
本 向 题 是 不 清楚 的 。 例如。 极 值 催 千 唯一 性 问题 。 RE Rech 就 平 
面 区 域 狗 情况 剖 作 了 不 少 研究 ， 有 兴趣 的 读者 可 参考 他 近年 来 的 
文章 。 
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